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Аннотация 

 
В работе показана справедливость принципа максимума для уравнений Навье-Стокса (УНС). На основе 

чего в выбранном пространстве доказаны единственность слабых и существование сильных решений задачи 
для УНС в целом по времени .],,0[ ∞<Τ∀Τ∈t  

Ключевые слова: Системы нелинейных уравнений Навье–Стокса, принцип максимума для уравнений 
Навье–Стокса, единственность слабых решений уравнений Навье–Стокса, существование сильных решений 
уравнений Навье–Стокса. 

Кілт сөздер: бейсызықты Навье–Стокс теңдеулерінің жүйесі, Навье–Стокс теңдеулері үшін максимум 
қағидасы, Навье–Стокс теңдеулерінің əлсіз шешуінің жалқылығы, Навье–Стокс теңдеулерінің əлді шешуінің 
болатындығы. 

Keywords: nonlinear Navier-Stokes equations system, the principle of maximum for Navier-Stokes equations, 
uniqueness of weak generalized solutions of Navier-Stokes equations, existence of strong solutions of Navier-Stokes 
equations. 

 
Введение. Основные нерешенные проблемы теории уравнений Навье-Стокса однородной 

жидкости приведены в [1–3] и др. В частности, в монографии О. А. Ладыженской ([1], стр. 13) при-
ведены нерешенные проблемы математической теории уравнений Навье-Стокса. По-видимому, 
среди них главной является: 

«Имеет ли место однозначная разрешимость "в целом" общей трехмерной начально-краевой 
задачи в каком-либо классе обобщенных решений без предположений малости об известных 
функциях и областях, заполненных жидкостью?» 

В ряде работ автора [7–9] и др. приведены результаты поисковых исследований с целью обос-
нования принципа максимума для УНС. В итоге показана справедливость принципа максимума 
для УНС, что с математической точки зрения является ключевым. 

Постановка задачи. Рассмотрим начально-краевую задачу для УНС [1] относительно вектора 
скорости ),,( UUU 321U =  и давления P в области Ω×= ]T,0(Q : 

),(t,P),(µ∆
t

xfUUUU
=∇+∇+−

∂
∂

                                        (1a) 

,0div =U                                                                 (1b) 
),(),0( xΦxU =                                                                 (1c) 

,0),t( =Ω∂xU  ,Ω∂∈x                                                         (1d) 

                                          
1 Работа выполнена при поддержке Казахстанского фонда фундаментальных исследований, проект 

№0112РК00832. 
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где −Ω⊂Ω∈ ;R3x выпуклая область, заполненная однородной жидкостью, а −Ω∂  граница 
области Ω , ;],,0[t ∞<ΤΤ∈  −µ<0  динамический коэффициент вязкости; ∆ , −∇  операторы 

Лапласа и Гамильтона соответственно. Пусть −Ω)(
0
J пространство соленоидальных векторов, а 

)(ΩG  состоит из η∇ , где η  есть однозначная в Ω  функция. Известно [4], ортогональное 

разложение, ),Q()Q()Q(
0

2 JGL ⊕=  причем элементы )Q(
0

J  при t∀  принадлежат )(Ω
0

J ; f и Ф  – 
вектор функции соответственно внешних сил и начальных данных удовлетворяющие следующим 
требованиям:  

i) );Q()Q(),t(
0
JCxf ∩∈           ii) )()()()( 1

0,2 ΩΩΩ∈
0
JWCxΦ ∩∩ . 

Принцип максимума. Векторное уравнение (1a) перепишем в виде системы скалярных 
уравнений: 

,f)U,(µ∆U
t

U
αα

α
α

α
=

∂
Ρ∂

+∇+−
∂
∂

x
U  ,3,1=α                                    (2) 

где −⋅⋅ ),(  скалярное произведение векторов. 
Теорема 1. Пусть Ω  замкнутая ограниченная область в R3 с границей Ω∂ , и ΩT][0,Q ×=  –

цилиндрическая область в пространстве переменных t, x. Предположим, что функции 
(Q)CP(Q)C)QC( 12 ∈∧∈ ∩U  и удовлетворяют уравнениям (1a), (1b). Тогда, если при неко-

тором α функция 0))(t,(f0)(t,f αα ≥≤ xx  в Q, то функция αU  принимает свой положительный 

максимум (отрицательный минимум) в цилиндре Q на нижнем основании Ω×}0{  или на его 
боковой поверхности ΩT][0, ∂× , т. е. 

Qx)(t,}x)(t,Usupx)(t,Usupmax{x)(tU ,,, α
ΩxT][0,t

α
Ωx0t

α ∈≤
∂∈∧∈∈∧=

,                  (3a) 

)( Qx)(t,},x)(t,Uinfx),(t,Uinfmin{x)(t,U αΩxT][0,tαΩx0tα ∈≥
∂∈∧∈∈∧=

, .3,1=α           (3b) 

Для доказательства теоремы 1 нам нужны некоторые вспомогательные утверждения2. 
Введем обозначение 

)(t,µ∆
t

xfUUR −−
∂
∂

= , 

и применим операцию div к векторному уравнению (1a). Тогда, с учетом (1b), получаем задачу 
Неймана для уравнения Пуассона, связывающее давление P с вектором скорости U: 

],[0,t0,,div∆
Ω

Τ∈=
∂
Ρ∂

=Ρ−
∂n

I  где UUI ),( ∇=                                 (4) 

так как 0Ω =
∂

Rn  и 0=
Ω∂

In  соответственно в силу )(
0
Ω∈ JR  и (1d), где n есть единичный вектор 

внешней нормали в точке x границы Ω∂ . 
По условию теоремы 1 функция Idiv  непрерывна в ограниченной области Ω  при ][0,t Τ∈∀ , 

тем самым  
].[0,t1p),(Lp Τ∈∀≥Ω∈Idiv                                                   (5) 

Кроме того ∫∫
Ω∂Ω

== 0xInxI dddiv , т.е. выполнено необходимое и достаточное условие разре-

шимости задачи Неймана (4). 
Решение задачи (4) представим в виде объемного потенциала 

                                          
2 Эти утверждения будут доказываться в допущениях теоремы 1. 
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].,0[t,
),(
)(div

π4
1)( Τ∈∀=Ρ ∫

Ω

ξ
ξx
ξIx d

r
                                              (6) 

Следуя [5], отметим одно общеизвестное свойство объемного потенциала (6). 
Лемма 1. Если для плотности Idiv  имеет место (5), то функция P(x), определяемая формулой 

(6), гармонична в каждой из областей, дополнительных к .Ω  
Доказательство. Ясно, что внутри области Ω  существует конечное или счетное множество 

областей ,2, 1,j,j "=Ω  дополнительных к Ω . Пусть −Ω j одна из этих областей. Возьмем 

произвольную внутреннюю по отношению к jΩ  подобласть 1
jΩ  и пусть 1

jΩ∈x . Тогда в интеграле 

(6) расстояние r ограничено снизу положительным числом δ  равным наименьшему расстоянию 
между точками границ областей jΩ  и 1

jΩ . Откуда следует, на основании известной теоремы о 

свойствах интеграла типа потенциала, что )(C)P( 1
jΩ∈ ∞x ; так как 1

jΩ  произвольная внутренняя 

подобласть jΩ , то )(C)P( jΩ∈ ∞x  и, в частности, 

∫ ∈==Ρ
Ω

j ,Ω0,}d
),(

1{∆  )div(
4π
1)(∆ xξ

ξx
Ix x r

                                  (7) 

т.е. функция P гармонична в области jΩ . Лемма доказана. 
Доказательство теоремы 1. Для этого воспользуемся известным приемом [6, стр. 510]. 

Предположим от противного, т. е. функция x)(t,U α  достигает своего максимального значения в 

некоторой точке ),t(M 00
0 x  внутри области ΩT][0,Q ×= . 

0})(t,Usup),,(Usupmax)M(U
ΩxT][0,tΩx0t

0 { ≥=>
∂∈∧∈∈∧=

Ct xx ααα                         (8) 

Обозначим 0C)(MU 0 >−= αm  и введем функцию 

).t1(
2

)t,(U)t,(
Τ

−+=Η
mxx αα  

Отсюда при всех (t, x) из ],0[ Τ×Ω∂  или Ω×}0{  имеем 

.
2

)t,(),t( 00 m
+Η≥Η xx αα

 

То есть функция )(t,H xα  также принимает свое максимальное значение в некоторой точке 

QM ∈)x,t( 11
1 , причем m)(MH)(MH 0α1α ≥≥ . И пусть вместе с ним в момент времени t1 

функция P(t,x) в какой-нибудь другой точке Ω∈ex  достигает своего экстремального значения. 
Теперь построим внутреннюю область eΩ , дополнительной к Ω так, чтобы точки 

eΩ∈Μ ),t( 11
1 x  и .),t( 1

e
e Ω∈Μ x  Тогда, используя утверждения леммы 1, получим .0P =∇

Ωe  
Теперь выпишем все необходимые условия максимума функции αH  в точке M1: 

.0;0;0;0 =Ρ∇=Η∇≤∆Η≥
∂
∂

αα
α

t
H                                               (9) 

Из уравнения (2) с учетом условий (9) найдем для точки M1 цепь неравенств 

.0
2T2

f)(),(L 1 >
Τ

≥+−Μ
∂
Ρ∂

+Η∇+∆Η−
∂
Η∂

≡Η
mm

xt α
α

αα
α

α µ Η  

Это означает, что неравенство (8) неверно. Следовательно, справедливо (3a). Теорема 1 доказана. 
Из теоремы 1, следуя [6], нетрудно получить доказательство следующего утверждения: 
Следствие. Если вектор-функций f, Ф удовлетворяют условиям i) и ii), то для решений U(t,x) 

задачи (1) справедлива оценка 
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,,1)()()( ∞<Τ∀Α=Τ+≤ QQQ CCC fΦU                                     (10) 

где )t,(supmax
31)( xU C αα

U
Q

Q ≤≤
= . 

Слабые обобщенные решения. Умножим уравнение (1a) на произвольную вектор-функцию 

)Q()Q()Q()(t,
0

1
2 JWCxZ ∩∩∈ , равную нулю при )(T)(t Ω∂∈∧= x . Произведение проинтегри-

руем по области Q и с помощью интегрирования по частям из первых двух и четвертого слагаемых 
производные перенесем с U на Z. В результате получим 

∫ ∫∫ ∑ +=∇+∇∇+−
= Ω QQ

3

1k
kkt dt)(0,dt(ZUµ )( dxfdxxZΦ ZdxZU)U,ZU .         (11) 

Снова уравнения (1a) умножим на градиент произвольной однозначной функции 
))(WT;,0(η 1

22 Ω∈L . А затем проинтегрируем по области Q, используя из [4] ортогональности 

подпространств )Q(G , )Q(
0
J  в итоге находим тождество 

∫ ∫ ∇∇−=∇∇
Q Q

dt η),(dtdηP dxUUx .                                        (12) 

Определение31. Назовем слабым обобщенным решением начально-краевой задачи Навье–
Стокса (1) вектор-функцию U и функцию P из пространств  

;)() )Q())Ω(;,0()(T;0,Q( ,22

0

02 JWLLLCU 1 ∩∩∩ ΤΩ∈ ∞  

)( T][0,t0,)P(t,))(WT;(0,LP
Ω

1
22 ∈=Ω∈ ∫∧ dxx                                    (13) 

и удовлетворяющие тождествам (11), (12) при любых 

.)(WT;0,Lx)(t,η;0)Q()Q()Q(),t( )()|( 1
22

1
2 )()T( Ω∈=∧∈ Ω∂∈∧= xZJWCxZ

0

t∩∩  

Для справедливости этого определения все интегралы, входящие в (11), 
(12) должны быть конечны для любых Z, η из указанных классов. 
Лемма 2 [7-9]. Если входные данные задачи (1) удовлетворяют требованиям i), ii), то для 

слабых обобщенных решений задачи (1) справедливы оценки: 
A,||||T4||||2|||| )(

2
];,0(

2
)(2

2
)(];,0( =+≤ Ω∞ΩΩ∞ )2L(L

2
L)2L(L fΦU TT                 (14) 

,A
µ
T2

µ
1

)τ(U 2
2

)(2T,0

2
2

)(2

3

1

t

0

2
)(2
dτ =+≤∇

Ω∞Ω
=

Ω∑∫ )L;(LLL fΦ
k

k                    (15) 

.AA9A||),(||||P|| 32
2
1

2
)Q(

2
)Q( ≡≤∇≤∇

2L2L UU                                     (16) 

Из принципа максимума и полученных априорных оценок следует единственность решения 
задачи (1): 

Теорема 2 [7–9]. Если входные данные f и Ф удовлетворяют соответственно требованиям i), 
ii), тогда задача (1) имеет слабое единственное обобщенное решение U и P удовлетворяющие 
тождествам (11), (12) при любых Z и η из определения 1. 

Сильные решения. 
Определение 2. Если в области Q решение начально-краевой задачи Навье-Стокса (1) имеет 

всевозможные обобщенные производные того же порядка, что и сами уравнения, то это обоб-
щенное решение называется сильным. 

                                          
3 Здесь, благодаря принципу максимума, слабые решения рассматриваются в более узком классе функ-

ций, чем в [1]. 
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Теорема 3[7–9]. Если входные данные задачи (1) удовлетворяют требованиям i), ii) и граница 
области 2C∈Ω∂ , тогда у задачи (1) существует сильное единственное обобщенное решение U и 
P из пространств 

)Q()Q(,
, ∞∩∈

0
12
02 JWU ; ,T])[0,t 0,Pdx())(WT;,0(LP 2

22 ∫
Ω

∈∀=∧Ω∈  

удовлетворяющие уравнениям (1a) и почти всюду в Q и для них имеют место оценки: 

,A||f||2T5A||Φ||µ
t 5

2
))(T;(0,3

3

1k

2
)(k

2

(Q)
22

2

≡++∇≤
∂
∂

Ω∞
=

Ω∑ LLL
L

U
                    (17) 

|| ,A/A|| 6
2

5
2

)Q( ≡µ≤∆
2LU                                                      (18) 

;3,1k,/|||| 75
2

)(;T,0k AAU =≡µ≤Ω∞
∇ )L(L 2

                              (19) 

.AAA3|||| 107
2
1

2
))(;T0,(

≡≤Ρ∇
Ω∞ 2LL

                                          (20) 

,A,||||A|||| 8)Q(8)(;T0,2
const−∆≤

Ω 22
2

L)W(L
UU                        (21) 

.,,|||||||||||| constAAA∆A cp)(;T,0c)Q(p))(WT;0,L 22
22

−Ρ
ΩΩ

≤≤Ρ
)W(LL( 2

22
U        (22) 

Замечание. Теорема 2 о единственности слабых обобщенных решений задачи (1) справедлива 
для их сильных и классических решений. 

Автор выражает благодарность профессорам Л. А. Алексеевой и Н. И. Мартынову за некоторые заме-
чания и полезные советы по улучшению математической строгости работы. 
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Резюме 
 

Ə. Ш. Ақыш 
 

(ҚР БҒМ математика жəне математикалық үлгілеу институты, Алматы, Қазақстан Республикасы) 
 

НАВЬЕ-СТОКС ТЕҢДЕУЛЕРІНІҢ ШЕШУІНІҢ ЭКСТРЕМАЛДЫҚ ҚАСИЕТТЕРІ ЖӨНІНДЕ 
 

Жұмыста үш өлшемді бейсызықты Навье-Стокс теңдеулері (НСТ) үшін максимум принципінің орында-
латындығы көрсетілген. Осының негізінде таңдалынған кеңістікте НСТ-ға қойылған есептің барлық уақыт 

∞<∀∈ T],T,0[t  аралығында əлсіз шешуінің жалқылығымен қоса əлді шешуінің болатындығы дəлел-
денген. 

Кілт сөздер: бейсызықты Навье–Стокс теңдеулерінің жүйесі, Навье–Стокс теңдеулері үшін максимум 
қағидасы, Навье–Стокс теңдеулерінің əлсіз шешуінің жалқылығы, Навье–Стокс теңдеулерінің əлді шешуінің 
болатындығы. 
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ABOUT EXTREME PROPERTIES OF THE SOLUTION OF EQUATIONS NAVIER-STOKES 
 
In the work the validity of principle of maximum for the Navier-Stokes equations (NSE) is shown. On what basis 

in the chosen space are proved uniqueness of weak generalized solutions and existence of strong solutions of a 
problem for NSE as a whole on time ∞<∀∈ T],T,0[t . 

Keywords: nonlinear Navier-Stokes equations system, the principle of maximum for Navier-Stokes equations, 
uniqueness of weak generalized solutions of Navier-Stokes equations, existence of strong solutions of Navier-Stokes 
equations. 
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ  
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ  

 
Аннотация 

 
В работе доказаны однозначные разрешимости краевых задач для многомерных гиперболических урав-

нений, которые являются обобщениями известных задач Коши, Дарбу и Гурса. 
Ключевые слова: краевые задачи, многомерные, гиперболические уравнения. 
Кілт сөздер: шеттік есептер, көп өлшемді, гиперболалық теңдеулер. 
Keywords: regional tasks, the multivariate, hyperbolic equations. 
 
Рассмотрим уравнение 

,              (1) 
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где  при t > 0 и может обращаться в нуль при t = 0, ∆x – оператор Лапласа по 
переменным x1, …, xm, m ≥ 2.  

К уравнениям вида (1) принадлежат строго гиперболические, вырождающиеся гипербо-
лические уравнения, а также уравнения, у которых одновременно вырождаются тип и порядок при 
t = 0, которые часто встречаются в задачах прикладного характера [1-3]. 

Пусть  – конечная область евклидова пространства Em+1 точек (x,t), ограниченная поверх-
ностями 

 
и плоскостью t = 0, где r = |x| – длина вектора  

 a 0 < ε < 1. Часть этих 

поверхностей, образующих границу , соответственно обозначим . 
В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, …, xm, t к сферическим 

. 
ЗАДАЧА 1. Найти регулярное в области  решение уравнения (1) из класса 

, удовлетворяющее краевым условиям 
                                  (2)  

или 
 .                                 (3) 

ЗАДАЧА 2. Найти решение  уравнения (1), удовлетворяю-
щее условиям 

, 

. 
Здесь и в дальнейшем предполагается, что уравнения  не 

имеют корней, кроме тождественно равных нулю, причем 
 . 

Задачи 1, 2 являются обобщениями задачи Коши, Дарбу для уравнения (1). 
В качестве многомерного аналога задачи Гурса может быть рассмотрена следующая: 
ЗАДАЧА 3. Найти регулярное в области  решение уравнения (1), непрерывное в  и 

удовлетворяющее краевым условиям 

 . 
Сформулированные задачи в частных случаях исследованы в [4-6]. 
Пусть  – система линейно зависимых сферических функций порядка 

 – пространства Со-
болева, а . Имеет место ([7]). 

ЛЕММА 1. Если  и , то ряд 

                                                       (4) 

сходится абсолютно и равномерно. 
Через  обозначим коэффициенты 

разложения ряда (4) соответственно функций  

 
которые определяются по формуле 

, 
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, 
причем  

, 

 – единичная сфера в . 
Рассмотрим множество функций 

 
Пусть  

 
                                                                  (*) 

 
тогда справедлива 

ТЕОРЕМА 1. 10. Если   

          , то задача 1 однозначно разрешима; 

                        20. Если  

                                       , то задача 3 является корректной. 

ТЕОРЕМА 2. Если   
                                 ,  

                                 то задача 2 имеет единственное решение.  
 
 
 

 
Доказательство теоремы 1. 
Сначала рассмотрим задачу (1), (2) при  В сферических координатах 

 уравнение (1) имеет вид 

 
       ,                                                  (5) 

где  
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Так как искомое решение задачи (1), (2) принадлежит классу  

то его можно искать в виде 

,                                                (6) 

где  – функции подлежащие определению. 
Подставляя (6) в (5), полученное выражение сначала умножив на , а затем проинтегрировав 

по единичной сфере Г1, получим 

        
      (7)  

Известно, что [7, 8] 

,                             (8) 

здесь  – гармоническая функция от x, причем  – есть m-мерная 

сферическая функция  порядка n – 1.  
Учитывая (8) уравнение (7) можем записать в виде 

             (9) 

Таким образом, многомерное уравнение (1) сведено к двумерным уравнениям. 
Каждое уравнение системы (9) можно записать в виде 

            (10) 
где 

 

 
В уравнении (10), произведя замену переменных 

, 

получим 
,                            (11)  
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где 

 
при этом условие (2) для функций , с учетом леммы 1, перепишется в виде 

,                           (12)  

 

 

. 
Используя общее решение уравнения (11) ([9]), нетрудно показать, что решение задачи Коши 

для уравнения (11) имеет вид 

                            (13) 

, 

где  – функция Римана уравнения (11), существование которой доказано 
в [9]. 

Из уравнения (13) при  с учетом условия (12) получаем интегральное уравнение Вольтерра 

второго рода 

,                                     (14) 

где 
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Учитывая определение функции Римана и  из уравнения (14) найдем единст-
венным образом 

,                                    (15) 

где  – резольвента ядра  . 
Таким образом, решение задачи (11), (12) запишется в виде (13), где  определяются 

соответственно из формул (15), (12). 
Следовательно, функция (6) является единственным решением задачи (1), (2), где 

 находятся по формуле (13). 
Учитывая ограничения на коэффициенты уравнения (1), а также на заданные функции 

, и тот факт, что функция Римана есть решение интегрального 
уравнения Вольтерра второго рода, а также оценки [7] 

 
можно доказать, что полученное решение  в виде (6) принадлежит классу 

. 

Таким образом, задача (1), (2) имеет единственное решение. 
Однозначные разрешимости задачи (1), (2) при , а также задач 2, 3 устанавливаются 

аналогично. 
Отметим, что в теоремах 1, 2 принадлежность заданных функций к классу M(S) являются су-

щественными и их нарушения могут привести к некорректности решения рассматриваемых задач 
(см.примеры в [5]). 

Мы теперь рассмотрим уравнение (1) в тех случаях, когда ее коэффициенты не удовлетворяют 
условию (*). К таким уравнениям, например, относятся уравнение Эйлера-Дарбу-Пуассона (Э-Д-П) 

,                                                 (16) 
а также обобщенное уравнение Э-Д-П 

, 

если . 
Краевые задачи для уравнения (16) исследованы в [5]. 
Рассмотрим уравнение 

,                               (17) 

, относительно ее коэффициентов будем предполагать, что 
, 

p(t) – положительная непрерывная функция в , причем . 
ЗАДАЧА 4. В области  найти решение u(x,t) уравнения (17) из класса 

 и удовлетворяющее краевым условиям 
                                                              (18) 

или  
.                                                           (19) 

Тогда справедлива 
ТЕОРЕМА 3. Если коэффициенты уравнения (16) удовлетворяют одному из следующих 

условий: 
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1)  или ; 

2) ; 

3) , 

причем q(r,t) < 0 при t ≠ 0, то решение задачи 4 единственно. 
Доказательство. Решение задачи (17), (18) будем искать в виде ряда (6), тогда как в случае 

задачи 1, приходим к задаче Дарбу для уравнения 

                          (20) 
с граничным условием 

,                                  (21) 

где 

 

 
При выполнении условия теоремы 3 из результатов работы [10] следует, что задача (20), (21) 

имеет только тривиальное решение. 
Следовательно, решение (17), (18) u(x,t) ≡ 0. 
Справедливость теоремы 3 для задачи (17), (19) доказывается аналогично. 
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Мақалада көпөлшемді гиперболалық теңдеулерге арналған шектік есептердің бір мəнді шешімі барлығы 

дəлелденген. Бұл есептер белгілі Коши, Дарбу жəне Гурс есептерінің жалпыланған түрлері. 
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ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ОБЪЕМНОГО ПОТЕНЦИАЛА  
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТРИКОМИ 

 
Аннотация 

 
В работе [1] найдены граничные условия объемного потенциала для уравнения Пуассона в любой огра-

ниченной области Ω многомерного евклидового пространства. Граничные условия объемного потенциала 
для бигармонического уравнения были получены работе [2], а также было показано, что решение получен-
ной граничной задачи совпадает с объемным потенциалом. В данной работе исследовано уравнение Трикоми 
в эллиптической области и получены аналогичные результаты: получены граничные условия объемного 
потенциала для уравнения в эллиптической области. Доказано, что полученная нелокальная граничная задача 
для эллиптического уравнения типа Трикоми имеет единственное решение, которое совпадает с объемным 
потенциалом в области определения оператора.  

Ключевые слова: объемный потенциал, эллиптическое уравнение, фундаментальное решение, урав-
нение Трикоми. 

Кілт сөздер: көлемдік потенциал, эллиптикалық теңдеу, іргелі шешім, Трикоми теңдеуі. 
Keywords: volume potential, elliptic equation, fundamental solution, Tricomi equation. 
 
Рассмотрим в области 2R∈Ω  с гладкой границей Ω∂  следующее уравнение Трикоми  
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В области Ω  рассмотрим объемный потенциал 
ξτξτξτ ddfyxqyxu ),(),;,(),( ∫∫

Ω

= .                                                (2)  

Здесь q – фундаментальное решение уравнения (1) в эллиптической полуплоскости, задаваемое 
выражением [1, стр. 155] 
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Т.е. q удовлетворяет следующему уравнению: 

),(),;,(),;,(
2

2

2

2

ψϕδξτξτ
−=

∂
∂

+
∂

∂
y
yxq

x
yxqy  

где ),(),,( ξτψϕ == yx , δ – дельта-функция Дирака. 
Теорема 1. Для любой функции )(2 Ω∈Lf  объемный потенциал (2) и удовлетворяет гранич-

ным условиям на Ω∂  

∫
Ω∂

Ω∂∈=−−−+ ,),(,0)()(
2

yxdqdqududuqu τξξτξξ ξτξτ                              (4) 

где q – фундаментальное решение уравнения (1) в эллиптической плоскости. Обратно, если реше-
ние уравнения (1) из класса )(2

2 Ωw  удовлетворяет граничным условиям (4), то оно определяет 
объемный потенциал по формуле (2). 

Доказательство. Применяя к функции )()( 12 Ω∂∩Ω∈ CCu  формулу Грина при любом 
Ω∈),( yx , получим равенство 

=== ∫∫∫∫
ΩΩ

ξτξτξτξτ dudЕ),(),;,(),( qddfyxqyxu  

∫ ∫∫
Ω∂ Ω

=+−−−= ξττξξτξξ ξτξτ dudqdqududuq Eqd)()(  

∫
Ω∂

Ω∈+−−−= ,),(),,()()( yxyxudqdqududuq τξξτξξ ξτξτ  

Отсюда вытекает тождество 

∫
Ω∂

Ω∈=−−− ),(,0)()( yxdqdqududuq τξξτξξ ξτξτ .                               (5) 

Из (5), по свойству потенциалов простого и двойного слоя согласно лемме Геллерстедта [1, стр. 
155], при Ω∂→),( yx , находим 

∫
Ω∂

Ω∂∈=−−−+ .),(,0)()(
2

yxdqdqududuqu τξξτξξ ξτξτ                             (6) 

Итак, равенство (6) является граничным условием объемного потенциала (2). 
Далее, предельным переходом несложно показать, что формула (6) остается справедливой и для 

всех ).(2
2 Ω∈Wu  
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Обратно покажем, что если решение u1 уравнения (1) удовлетворяет граничному условию (4), 
то оно совпадает с объемным потенциалом (1). 

Действительно, если это не так, то функция )(2
21 Ω∈−= Wuuν , где u – объемный потенциал 

(2), удовлетворяет однородному уравнению 

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

=
y
v

x
vyЕv  

и однородному условию: 

 ∫
Ω∂

Ω∂∈=−−−+ .),(,0)()(
2

),( yxdqdqvdvdvqyxv τξξτξξ ξτξτ                       (4′) 

Применив формулу Грина к функции )(2
2 Ω∈Wν , как и выше, убеждаемся в том, что 

0 ( , ; , ) ( ) ( )q x y E v d d q v d v d v q d q d vE q d dτ ξ τ ξτ ξ τ ξ ξ ξ τ ξ ξ τ τ ξ
Ω ∂Ω Ω

= = − − − + =∫∫ ∫ ∫∫  

∫
Ω∂

Ω∈+−−−= .),(),,()()( yxyxvdqdqvdvdvq τξξτξξ ξτξτ  

Т.е.  
 ∫

Ω∂

Ω∈=+−−− .),(,0),()()( yxyxvdqdqvdvdvq τξξτξξ ξτξτ                         (7) 

Отсюда при Ω∂→),( yx , находим 

 ∫
Ω∂

Ω∂∈+−−−+= .),(),,()()(
2

),(0 yxyxvdqdqvdvdvqyxv τξξτξξ ξτξτ                  (8) 

Так как функция v удовлетворяет условию (4′), то мы имеем из (8) 
.),(,0),( Ω∂∈= yxyxv  

Подведем итоги: 

.),(,02

2

2

2

Ω∈=
∂
∂

+
∂
∂ yx

y
v

x
vy                                                  (9) 

.),(,0),( Ω∂∈= yxyxv                                                     (10) 
Из единственности решения задачи Дирихле для уравнения (9) вытекает, что ≡−= ,01uuv  

Ω∈∀ ),( yx , т.е. u1 совпадает с объемным потенциалом (2).  
Теорема 1 доказана. 
Пример.  
Рассмотрим одномерный потенциал в интервале )1,0(=Ω  

∫ −=
1

0

)(
2
1)( dyyfyxxu ,                                                       (11) 

Который удолетворяет  
)()('' xfxu =  .                                                             (12) 

Требуется найти граничные условия для следующего одномерного потенциала  

   )1,0(),()('' ∈= xxfxu ,                                              (13) 
фундаментальное решение которого выражается формулой [4, стр. 198]: 

 .||
2
1)( xx =ε                                                               (14) 

Решение. Подставляя значение f(y), находим 
1 1

0 0

1 1 1( ) ''( ) ''( ) ''( )
2 2 2

x

x

u x x y u y dy x y u y dy x y u y dy= − = − − − =∫ ∫ ∫  
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[ ] =+−−−−+−= )()1()1(')1()0()()0('
2
1 xuuuxuxuux  

[ ].)1()1(')1()0()0('
2
1)( uuxuuxxu ++++−=  

Следовательно, граничные условия объемного потенциала имеют следующий вид: 

⎩
⎨
⎧

=++−
=+

.0)1()0()1('
,0)1(')0('
uuu

uu
                                                         (15) 

Следовательно, уравнение (13), где u(x) определено по формуле (11) однозначно определяет 
граничные условия (15). С другой стороны, задача (13), (15) однозначно определяет объемный 
потенциал (11). 

Заключение. Одной из самых сложных проблем математической физики является нахождение 
явного решения граничной задачи для любой области Евклидового пространства. Например, в 
случае классической граничной задачи для уравнения Трикоми мы можем найти ее решение в 
явном виде лишь для некоторых канонических областей Евклидового пространства. Новизна дан-
ной работы состоит в том, что мы показали, что полученная новая граничная задача для уравнения 
Трикоми является разрешимой в явном виде. Из теоремы 1 сразу же следует, что если мы будем 
рассматривать следующую нелокальную граничную задачу для уравнения Трикоми в эллипти-
ческой области: 

,0),,(2

2

2

2

>=
∂
∂

+
∂
∂ yyxf

y
u

x
uy  

∫
Ω∂

Ω∂∈=−−−+ ),(,0)()(
2

yxdqdqududuqu τξξτξξ ξτξτ , 

то эта задача является разрешимой в явном виде для любой ограниченной области Евклидового 
пространства. Более того, фундаментальное решение данной задачи: 

4 2
2 1 2

1
4( , ; , ) ( ) (1 ) (1 , 1 , 2 2 ; 1 )
3

q x y k r F
β

β βτ ξ σ β β β σ
−

− −⎛ ⎞= − − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

является ее функцией Грина для любой ограниченной области. 
Авторы выражают благодарность своему учителю, д.ф.-м.н., профессору, академику НАН РК, ува-

жаемому Т. Ш. Кальменову за постановку задачи и за постоянное внимание в процессе написания статьи.  
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2əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан Республикасы) 

 
ТРИКОМИ ТЕҢДЕУІ ҮШІН КӨЛЕМДІК ПОТЕНЦИАЛДЫҢ ШЕКАРАЛЫҚ ШАРТТАРЫ 

 
 [1] жұмыста кез-келген Ω облыс үшін Пуассон теңдеуі үшін көлемдік потенциалдың шекаралық шарт-

тары табылған. [2] жұмыста бигармоникалық теңдеу үшін көлемдік потенциалдың шекаралық шарттары 
табылған, сонымен бірге алынған шекаралық есептің шешімі көлемдік потенциалмен дəл келетінін көрсе-
тілген. Осы жұмыста Трикоми түрдегі азғындайтын эллиптикалық теңдеу зерттелген. Эллиптикалық облыста 
көлемдік потенциалдың шекаралық шарттары алынған. Трикоми теңдеуі үшін эллиптикалық облыста 
алынған локалды емес шекаралық есеп жалғыз шешімі болатындығы дəлелденген. Ол оператордың анықтау 
облысында көлемдік потенциалменен дəл келеді. Жұмыста алынған нəтижелердің көрнекілігі үшін мысал 
қарастырылады. 

Кілт сөздер: көлемдік потенциал, эллиптикалық теңдеу, іргелі шешім, Трикоми теңдеуі. 
 

Summary 
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BOUNDARY CONDITIONS OF THE VOLUME POTENTIAL FOR THE TRICOMI EQUATION 

 
In the paper [1] the authors found boundary conditions of the volume potential for the Poisson equation in any 

bounded domain Ω of multidimensional Euclidean space. In work [2] it was found that boundary conditions of the 
volume potential for the bi-harmonic equation, also it was proved that the solution of obtained boundary-value 
problem coincides with the volume potential. In this paper we investigate Tricomi type degenerated elliptic 
equations. Boundary conditions for this equation in elliptic domain are obtained here. Also we show that the obtained 
non-local problem for the Tricomi degenerated elliptic equation has a unique solution which coincides with the 
volume potential in the definition domain of the operator. For the visualization we also consider an example. 

Keywords: volume potential, elliptic equation, fundamental solution, Tricomi equation. 
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ELECTRON DENSITY OF STATES AND LOCALIZATION  

OF TWO-DIMENSIONAL DISORDERED SYSTEMS  
IN QUANTIZED MAGNETIC FIELDS 

 
Summary 

 
We study numerically non-interacting electrons moving on a two-dimensional lattice with a uniform magnetic 

field and a random site potential. The electron localization and the density of states are investigated by using the 
method of transfer-matrices and by the direct diagonalization technique. For numerical simulations the Ando model 
with the diagonal disorder is used. The first preliminary data have been obtained for different sizes of the system and 
various values of the magnetic field. The localization length exhibits Shubnikov-de-Haas oscillations. The density of 
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states shows several Landau bands separated by the energy gaps. With increasing the disorder the Landau bands 
becomes broader and overlap with each other. The application of the obtained results to the integer quantum Hall 
effect is discussed. 

Keywords: electron conductivity, critical phenomena, two-dimensional electron gas, quantum Hall effect, 
electron localization. 

Кілт сөздер: электрондық өткізгіштік, критикалық кұбылыс, екі өлшемдегі электрондық газ, Холлдың 
кванттық эффектісі, электрондық локализациясы. 

Ключевые слова: электронная проводимость, критические явления, двумерный электронный газ, 
квантовый эффект Холла, электронная локализация. 

 
Introduction. The prediction of the absence of the delocalized states for non-interacting electrons in a 

disordered two-dimensional system in the limit of the vanishing magnetic field has been made in a seminal 
paper of “gang of four” [1]. This has been a birth of the celebrating scaling theory in condensed matter 
physics. Later on Klaus von Klitzing and coworkers have discovered a quantum Hall effect [2]. The key 
point of this phenomenon is a quantization of the Hall resistance occurring at very low temperatures close 
to the absolute zero and in an extremely high magnetic field. For this discovery von Klitzing has been 
honored by the Nobel price for physics in 1984. 

This latter event has been followed by the discovery of the fractional quantum Hall effect (FQHE), 
observed experimentally by Tsui, Störmer and Gossard [3]. The FQHE has also won the Nobel Price in 
1999 jointed by a theoretician Prof. Robert Laughlin who has elaborated an analytical explanation for the 
fractional version of the effect. That is why the discovery made by K. von Klitzing is referred to as the 
integer quantum Hall effect, i.e. IQHE (or ordinary QHE, respectively). IQHE was found in two-dimen-
sional (2D) electron or hole layers of the spatial charge in the metal-insulator-semiconductor structures 
(MIS) and in the heterojunctions with modulated doping. 

The quintessence of the effect is that in the low temperature Hall conductivity σH of the 2D degene-
rated electron gas in a strong magnetic field B, which is measured as a function of magnetic field intensity 
B or of the concentration of the two-dimensional carriers Ns, one can observe a number of plateaus. This is 
shown in Fig. 1 as an example of the dependence of the Hall resistance RH on the concentration Ns. The 
relation RH =1/σH is valid in the region of a plateau. Exactly on the plateau we have 

σH = ν e2/h.                                                                        (1) 
Here e and h are fundamental constants, i.e. the elementary charge and Planck’s constant, respectively, ν is 
filling factor which is equal to ν = Ns/ NL,  with NL being the number of the electron states in the Landau 
level measured per square unit. 

 

 
 

Figure 1 – The quantum Hall effect in the GaAs heterostructure. The dependence of the tensor of the Hall resistance:  
the transversal ρxy (on the top) and the longitudinal ρxx (on the bottom) on the strength of the external magnetic field B.  

The temperature is equal to T=8 mK [5] 
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 NL = 1/ 2πλ2 = eB/ch = B/Φ0 ,                                                        (2) 
where c is the light speed and λ=(ch/eB)½ is the magnetic length and Φ0 = ch/e is the magnetic flow 
quantum. Fo the first time the observation of the quantum Hall plateaus have been observed and measured 
in the Si-MOS right-angle structure at the temperature T=1.5 K [1] as a function of the gate voltage VG. 
The latter is proportional to the filling factor Ns.The similar “jumping” picture has been obtained later on 
the heterostuctures GaAs/Al0.3Ga0.7As as a direct field dependence of the Hall resistance tensor ρxy at the 
temperature T=8 mK [4, 5]. 

Model of the numerical simulations. The study of electronic states in disordered systems is inevi-
table to understand electronic transport properties in conducting materials. Most directly the electronic 
states are described by their wave functions. Since the wave functions and the energies are both obtained 
by solving the eigenvalue problem for the disordered Hamiltonian, it is quite natural to expect that the 
energy spectrum involves some information on the eigenfunctions. In disordered systems the spatial sym-
metries which exist in pure systems are completely lifted. The fundamental symmetries under the 
operation of the time reversal can persist. The importance of them in the problem of the Anderson 
localization were first pointed out by Wegner [6,7] in the treatment of weakly localized regime. The link 
between the level statistics and the fundamental symmetry was originally proposed in nuclear physics in 
order to explain complicated energy spectra in some heavy nuclei [8-11], and then it has been applied to 
the problems of metallic fine particles [12, 13] and quantum chaos [14,15].  

Although substantial progress in the understanding of critical behaviour at the disorder-induced IQHE-
to-insulator transition has been achieved, nevertheless several issues are still considered as being open and 
unsolved. The first issue of them is knowledge of the density of states. The second one is the electron 
localization in the centre of the Landau bands. We use the famous Ando model with the diagonal disorder 
[16]  

.,∑ ∑
∆

∆+ ∆+><+><∈=Η
r

rrr rrtrr                                                 (3) 

The onsite energies are measured in units of the hopping integral tr,r+∆, while the length scale is 
measured in the units of the lattice constant, i.e. а=1. The electron states denoted by |r> correspond to the 
lattice sites of the simple square lattice. The random energies Єr are governed by the following distribution 
law 
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The hopping elements between neighboring states r and r+∆ are considered and have the following 
form [17, 18]: 
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where the magnetic field B enters the problem through the factor ,
hc
eBN L ==α

 
for simplicity we choose 

the standard gauge, namely ( ).0,,0 zBA −=
G

  
The density of states. We study the single-electron density of states of two-dimensional disordered 

systems in the presence of quantized magnetic field under various conditions. According to the definition 
of the density of states 

,)(1)( 3 ∑ −=
n

neE
L

E δρ                                                          (6) 

Here ρ(E) is a global quantity, which is averaged of the whole surface of the two-dimensional electron 
gas. The discrete energies have been calculated by the straightforward diagonalisation of the Ando 
Hamiltonian (3). Figures 1 and 2 demonstrate the spectral density of states ρ(E) at various disorder W of 
the random potential for the 2D system of linear size L=50 with fixed magnetic filed α=0.1 and α=0.01, 
respectively. The plots exhibit periodic behaviour, which is typical for the discrete lattice model. In both 
figures one observes the oscillating behaviour of the density of states. Close to the band edge the Landau 
bands are well separated by the energy gaps. With increasing the  disorder  W  the  Landau  bands  start  to  
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Figure 2 – Density of states ρ(E) of two-dimensional 
electron gas in a quantized magnetic field of the magnitude 

α=0.1 for various disorder degree W:  
1 – 0.7; 2 – 2.0; 3 – 3.0; 4 - 5.0.  

The size of the square sample is L x L = 50 x 50.  
The results are obtained after ensemble averaging over  

200 realizations. The density of states of the tight-binding 
model (W=0) is also shown by a non-oscillating line 

 
Figure 3 – Density of states ρ(E) of two-dimensional electron gas  
in a quantized magnetic field of the magnitude α=0.01 for various 

disorder degree W: 1 – 0.7; 2 – 1.0; 3 – 1.5; 4 - 2.0; 5 – 5.0.  
The size of the square sample is L x L = 50 x 50.  

The results are obtained after ensemble averaging over  
200 realizations. The density of states of the tight-binding model 
(W=0) is also shown by a non-oscillating line. The inset shows  

the enlarged area of the density of states marked by the red circle 
 
overlap with each other, their heights diminish. Finally, for larger W the gaps disappear entirely. Although 
the shapes of the density of states in Figure 1 and in the inset of Figure 2 are similar to each other, 
nevertheless ρ(E) can not be mapped by a scaling transformation f(α,W). 

The localization length. The proposed numerical technique for calculation of the localization of the 
electronic states is based on the evaluating the Green's functions gE(L) within the single particle 
approximation. Here the electron transport occurs with energy E in a bar-shaped disordered system of a 
length L and of a finite width M. Our system should be in a thermodynamic equilibrium. For that it is 
connected to the two semi-infinite perfect leads (thermal baths).  

The localization length Λ can be obtained in the quasi-1D limit of a long 2D stripe with the length 
L>>1, using the Oseledec's theorem. Then one has the following definition: 

,|)(|lnlim
),(

1
L

Lg
EW

E

L ∞→
=

Λ
                                                (7) 

Thus, the inverse localization length is simply the exponential decay rate of the spatial extension of 
gE(L). In practice, the study of the Green's functions is mapped into the equivalent transfer-matrix 
calculations. The latter yields the smallest positive Lyapunov exponent identified as Λ-1. Due to the 
convergence process of the underlying iteration procedure in the limit of large L, the statistical quantity Λ 
becomes self-averaging [19]. We use the transfer-matrix method developed in the paper [18], which has 
been successfully applied for three-dimensional disordered systems subject under high magnetic fields. In 
contrast to the method of calculation of the density of states performed in the previous section, which is 
based on the eigenvalue solvers, here we apply the scattering approach for computing the transport of the 
electron waves through the disordered region. While the quest for the eigenvalues requires the square 
geometry of the system (i.e. finite in both directions), the transfer matrix method operates on a single 
spatial scale, namely on the width L of the quasi-one-dimensional stripe, whose length tends to infinity. 
This approach provides more convenient conditions for the thermodynamic limit, rather than direct 
diagonalisation technique.  

All the data for the reduced localization length Λ obtained by the transfer-matrix-method have 
accuracy between 0.1% and 0.3% for the size L ranging from 20 up to 200. Further increase of the system 
size above L = 400 requires an improvement of the statistical accuracy of the raw data. In fact, the 
computing time increases as L5/ε2, where ε = k δΛL/ΛL is the relative statistical accuracy. The coefficient of 
proportionality k depends on the type of the boundary conditions and on computing details (that are the 
efficiency of the computer and the optimization of the algorithm).  
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Figure 4 – Renormalized localization length Λ as a function of a magnetic field α at the disorder degree W = 2 for various energy 
E = 0; -0.2; 2.0. Data correspond to the energy E = 0 for size L x L = 8 x 8 of a two-dimensional disordered system 

 

 
Figure 5 – Renormalized localization length Λ as a function of the electron energy E in a fixed magnetic field α=0.001  

in the vicinity of the lowest Landau level at the disorder degree W = 0.7 for various system size L :  
1 – 10, 2 – 20, 3 – 50, 4 – 100, 5 – 200 

 
In this paper we have proposed the numerical method for the calculation of the density of states and 

the localization length. The first raw results have been obtained for different sizes and the magnetic field. 
Although the preliminary data are given without detailed analysis and physical discussion, these will be 
provided elsewhere. Concerning the level statistics we show that the compressability of the electron 
spectrum is connected to the multifractal properties of the wave functions [20]. We shift these and other 
relations to the problem of the quantum Hall effect for the nearest future.  
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КВАНТТІЛЕТІН МАГНИТ ӨРІСТЕРДЕГІ ЭЛЕКТРОНДЫҚ КҮЙЛЕРІНІҢ ТЫҒЫЗДЫҒЫ  
ЖƏНЕ ЕКІӨЛШЕМДІ РЕТТЕЛМЕГЕН ЖҮЙЕЛЕРІНІҢ ЛОКАЛИЗАЦИЯСЫ 

 
Біз біртекті магнит өрісі бар жəне кездейсоқ түйінді потенциалы бар екіөлшемді торда қозғалатын бір-

бірімен əсер етпейтін электрондарды зерттейміз. Электрондық локализациясы жəне күйлерінің тығыздығы 
трасфер-матрица жəне диагонализация əдісімен зерттеледі. Компьютерлік модельдеу үшін диагоналдық 
реттелмеген Андо моделі пайдаланылды. Зерттеліп отырған жүйе мен магнит өрісі шамасының əртүрлі 
өлшемдері үшін алғашқы алдын ала мəліметтер алынды. Локаоизация ұзындығы Шубников-де-Газ осцилля-
цияларын айқындайтындығы табылды. Электрондық күйлердің тығыздығы энергетикалық саңылаулармен 
бөлінген Ландаудың бірнеше зоналарын көрсетеді. Қоспа потенциалдың реттелмеуі өскен сайын Ландау 
зоналарының ені үлкейе түседі жəне олар өзара қайта жабыла бастайды. Қол жеткізілген қорытындылардың 
Холлдың толықесепті кванттық эффектісіне пайдалануға болатындығы талқыланған. 

Кілт сөздер: электрондық өткізгіштік, критикалық кұбылыс, екі өлшемдегі электрондық газ, Холлдың 
кванттық эффектісі, электрондық локализациясы. 
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ПЛОТНОСТЬ ЭЛЕКТРОННЫХ СОСТОЯНИЙ И ЛОКАЛИЗАЦИЯ  
ДВУМЕРНЫХ НЕУПОРЯДОЧЕННЫХ СИСТЕМ В КВАНТУЮЩИХ МАГНИТНЫХ ПОЛЯХ 

 
Мы исследуем невзаимодействующие электроны, движущиеся в двумерной решетке с однородным 

магнитным полем и случайным узельным потенциалом. Изучаются электронная локализация и плотность 
состояний методом трасфер-матриц и методом прямой диагонализациии. Для компьютерного моделирования 
использовалась модель Андо с диагональным беспорядком. Первые предварительные данные получены для 
разных размеров исследуемой системы и величин магнитного поля. Найдено, что длина локализации прояв-
ляет осцилляции Шубникова-де-Газа. Плотность электронных состояний показывает несколько зон Ландау, 
разделенных энергетическими щелями. С увеличением беспорядка примесного потенциала ширина зон 
Ландау становится больше и они начинают перекрываться между собой. Обсуждается применимость 
полученных результатов к целочисленному квантовому эффекту Холла. 

Ключевые слова: электронная проводимость, критические явления, двумерный электронный газ, кван-
товый эффект Холла, электронная локализация. 
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ҚАСИЕТТЕРІ ТЕМПЕРАТУРАҒА ТƏУЕЛДІ ЦИЛИНДРЛІК 
ДЕНЕЛЕРДІҢ ОСЕСИММЕТРИЯЛЫҚ КЕРНЕУЛІК КҮЙ ЕСЕБІ 

 
Резюме 

 
Температуралық өрісте орналасқан осесимметриялық құрылғылардағы пайда болатын температуралық 

кернеулерді анықтау алгоритмі құрылған. Алгоритм көмегімен құрылғы қасиеті физикалық сызықты емес 
заңдылықпен өзгергенде пайда болған кернеулік-деформациялық күй анықталады. Жылжу модулі əртүрлі 
температура деңгейінде алынған созу диаграммасынан, ал Пуассон коэффициенті жəне температуралық 
ұлғаю коэффициенті эксперимент нəтижесінде алынған графиктерден анықталады. Есеп жазық деформация 
жəне жазық кернеулі күй жағдайлары үшін шешілген. Алынған сандық нəтижелер график түрінде беріліп, 
талдау жүргізілген. 

Кілт сөздер: өріс, кернеу, температура, цилиндр, Пуассон коэффициенті, ығысу модулі, температуралық 
ұлғаю коэффициенті, созу диаграммасы, дифференциалдық теңдеу, деформация, алгоритм. 

Ключевые слова: поля, напряжение, температура, цилиндр, коэффициент Пуассона, модуль сдвига, 
диаграммы растяжения, дифференциальные уравнения, деформация, алгоритм. 

Keywords: fields, tension, temperature, cylinder, coefficient Puasson’s, shear modulus, stretching chart, 
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Температуралық өріс əсерінде жұмыс жасайтын цилиндр формалы құрылғылардың кернеулік-

деформациялық күйін анықтағанда температуралық кернеуді ескеру қажеттігі туындайды [1-9]. 
Сондықтан температуралық өрісте орналасқан құрылғыларда пайда болатын термосерпімділік 
кернеулерді есептеуге мүмкіндік беретін əдістер мен алгоритмдер құру қызығушылық туғызады. 
Құрылғы қасиеттерінің температураға тəуелділігін эксперимент нəтижесінде алынған қисықтар 
бойынша ескеретін болса, онда есептің аналитикалық шешімін алуда математикалық қиындықтар 
кездеседі. Бұл жағдайда, құрылғы материалдар қасиеттерінің температураға тəуелділігін, экспери-
менттік сандық сипаттамаларын пайдалана отырып, есепті шешудің сандық алгоритмдерін жасау 
қажеттігі пайда болады. Термосерпімді кернеу тензорын анықтаудың төмендегідей эксперименттік 
жолдары белгілі. Олар: 1) Дюгамель жəне Нейман ұқсастығына негізделген əдіс; 2) В. М. Майзель 
ұсынған əдіс; 3) Н. И. Мусхелишвили ұсынған əдіс; 4) Əртүрлі материалдардан дайындалған, қыз-
дырылған жəне қыздырылмаған денелер арасындағы кернеулерді салыстыру əдісі [4-9]. Құрылғы 
деформациясы сызықты емес болуы мүмкін. Төменде цилиндр формалы денелердің, физикалық 
сызықты емес қасиеті ескеріле отырып, кернеулік-деформациялық күйін анықтаудың сандық 
алгоритмі ұсынылған.  

Цилиндрдің ішкі радиусы r1 жəне сыртқы радиусы r2. Цилиндр осесимметриялық темпера-
туралық өрісте орналасқан, яғни T = T(r). Пуассон коэффициенті ν , температуралық ұлғаю 
коэффициенті α  температура деңгейіне тəуелді 

( ),Tνν =   ( )Tαα = .                                                              (1) 
Функциялар (1) эксперимент нəтижесінде анықталады (1-сурет). Жылжу модулі µ , əртүрлі тем-

пература мəніне байланысты алынған созу диаграммаларынан ( )εσ f=  анықталады (2-сурет) [10]. 
Тепе-теңдіктің дифференциалдық теңдеуі [1] 

0=
−

+
rdr

d rr ϕσσσ
                                                                 (2) 

Мұнда −rσ  кернеу тензорының радиальдық құраушысы,  −ϕσ  кернеу тензорының дөңгелектік 
құраушысы. 

Деформация тензорының құраушылары жəне радиальдық орын ауыстыру құраушысы u , 
төмендегіше байланысқан: 
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1-сурет 

 
 

2-сурет 

 

,
dr
du

r =ε   
r
u

=ϕε                                                                 (3) 

Кернеу девиатор құраушылары opzopopr σσσσσσ ϕ −−− ,,  деформация девиаторы құраушы-

лары opzopopr εεεεεε ϕ −−− ,,  төмендегіше байланысқан [1]: 

( )opropr εεµσσ −=− 2     ( )opop εεµσσ ϕϕ −=− 2
 
    ( )opzopz εεµσσ −=− 2             (4) 

 

Мұнда ,T
K

op
op α

σ
ε +=  ,

21 ν−
= cEK  −cE  қиюшы серпімділік модулі,  ( ) .3/zrop σσσσ ϕ ++=  

Келесі өлшемсіз параметрлер енгізілген: 

,
2r
rr =   ,

2
1 r

uu =   ,
2

1
2 ru σ

µ
ν−

=   ,
2

1
ϕϕ σ

µ
νσ −

=   ,
2

1
zz σ

µ
νσ −

=                     (5) 

Мұнда жылжу модулі ,∗µ  Пуассон коэффициенті ∗ν   мəндері қалыпты температурада анықталған 
,µ ν  мəндеріне сəйкес келеді. Жазуға ыңғайлы болу үшін өлшемсіз шамалар үстіндегі сызықша 

алып тасталынады. 
Теңдеулер (1)–(4)-терді  

 { } TbVAuuV +== 21,                                                            (6) 

дифференциалдық теңдеулер жүйесі жəне  

 ,1

r
u

=ϕε   .32211 TCuCuC ++=ϕσ                                                    (7) 

алгебралық қатынастарға келтіруге болады. Мұнда А матрицасының жəне b  векторының 
құраушылары жəне Сk (k = 1,2,3) коэффициенттері төмендегі теңдіктермен  

( ) ,
111 r

a
ν
ν
−

−=    
( )

( ) ( ) ,
11

21

1
12 ννµ

νµ
−∗−

−
=

∗

a    ( ) ,
1 2

1
21 r

a
ν
µ
−

=    
( )
( ) ,
1

21
22 r

a
ν
ν

−
−

−=  

( )
( ) ,
1
1

1 ν
ν

−
+

=
ab    

( )
( ) ,
1
11

2 r
b

ν
ανµ

−
+

−=  

( ) ,
1

1
1 r

c
ν
µ
−

=    ( ) ,
12 ν
ν
−

=c    
( )
( ) ,
1
1 1

3 ν
µνα

−
+

−=c                                          (8) 

( ) ( ) ,112 Tuz ανµσνσ ϕ +−+=    0=zε  
жазық деформация жағдайында, ал  
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,11 r
a ν

−=    
( ) ,1

1
12 µ

ν−
−=a    

( )
,1

2
1

21 r
a νµ +

=    
( )

,1
22 r

a νµ −
−=  

( ) ,11 αν+=b    
( )

r
b ανµ +

=
11

2                                                      (9) 

( ) ,11
1 r

c νµ −
=    ,2 ν=c    

( )
1

3
1
µ
ν+

−=c  

,0=zσ    
( )
( ) T
u

z α
µν
σν

ε ϕ +
+
+

−=
1

2

1
 

жазық кернеу күйінде анықталады. Мұнда 
( ) .1

1 ∗

+
=

µ
µνµ  

Сонда, полярлық-осесимметриялық күйде орналасқан термосерпімді цилиндр формалы дене-
лердің кернеулік-деформациялық күй есебін шешу үшін айнымалы коэффициентті дифференциал-
дық теңдеулер жүйесі (6) алынды. 

Цилиндрдің ішкі 
2

1

r
rr =∗  жəне сыртқы r = 1 беттерінде əртүрлі шекаралық шарттар беріледі. 

Мүмкін болатын барлық шекаралық шарттарды  
 , ( ) qu =1β                                                       (10) 

түрінде жазуға болады. Мұнда вектор u  құраушылары-радиальдық орын ауыстыру жəне кернеу. 

Егер (10)-да , p = q = 0 болса, онда цилиндрдің ішкі беті  
2

1

r
rr =∗  кернеуден 

бос, ал сыртқы беті қатты бекітілген шекаралық шарттарды көрсетеді. Есеп шартына сəйкес  
векторларының құраушылары жəне p мен q  параметрлерінің мəндері анықталып беріледі. 

Сонымен, цилиндрдің термосерпімділік есебін шешу, (10) шекаралық шарттарды қанағаттан-
дыратын, (6) айнымалы коэффициентті дифференциалдық теңдеулер жүйесін, яғни шеттік есепті 
шешуге алып келеді. Енді осы шеттік есепті шешу алгоритмін қарастырайық. 

Алынған дифференциалдық теңдеулер жүйесінің шешімі, екі сызықтық-тəуелсіз шешімдердің 
суперпозициясы түрінде анықталады. Цилиндр қалыңдығы өзара тең n кесінділерге бөлінеді. 
Сонда 211 rr kk ≤<≤ +ρρ , мұнда k = 0,1,2,…n–1. Əрбір кесінді ұштарындағы температура мəні 
ескеріле отырып, температура кесіндіде сызықтық түрде орналасқан деп есептелінеді. Əртүрлі 
температура деңгейіне сəйкес берілген ( )εσ f=  созу диаграммаларынан, анықталған температура 

деңгейіне сəйкес  қисығы тұрғызылады. Осы процесс төмендегіше жүргізіледі. T темпера-
турасының деңгейіне сəйкес, эксперименталды T1 жəне T2 температураларына сəйкес салынған 
созу диаграммалары анықталынады. Мұнда 21 TTT ≤≤   шарты орындалуы тиіс. Сызықтық 
аппроксимациялау  

 ( )( )[ ] ( )2121212 / TTTT −−−+= σσσσ                                               (11) 
арқылы ε тұрақты мəні үшін, Т температурасына сəйкес келетін σ кернеудің мəні табылады. 
Осындай амалдар жүргізу нəтижесінде Т температурасының деңгейіне сəйкес келетін  
диаграммасы алынады. Осы созу диаграммасынан жылжу модулі cµ  анықталады, ал ( ),Tνν =  

( )Tαα =  экспериментальды сызықтардан, Т температура деңгейіне сəйкес Пуассон коэффициенті 
мен температуралық ұлғаю коэффициенттері анықталады. Табылған ,µ ν  жəне α  коэффициент-
терінің көмегімен, А матрицасының, b  векторының құраушылары жəне Ck (k = 1,2,3) коэффи-
циенттері анықталады. Нəтижесінде (6) дифференциалдық теңдеулер жүйесінің, (7) алгебралық 
қатынастардың коэффициенттері тұрақты мəндер қабылдайды. Дифференциалдық теңдеулер 
жүйесі Рунге-Кутта əдісімен шешіледі [11]. Мұнда цилиндрдің ішкі бетінде екі сызықтық тəуелсіз 
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шарттар үшін дифференциалдық теңдеулер жүйесі екі рет сандық əдіспен шешіледі. Нəтижесінде 
екі сызықтық-тəуелсіз шешім 21,VV  алынады. Сонда теңдеулер жүйесінің жалпы шешімі  

2211 VCVCV +=  түрінде алынады. Мұндағы C1 мен C2 тұрақтылары шекаралық шарттардан 
анықталады. Анықталған кернеулік-деформациялық күй, ( )Tcc µµ =   жылжу модуліне сəйкес 
есептелінеді. Ал ( )Tcµ  модулі, Т температурасына сəйкес тұрғызылған ( )εσ f=  қисығынан 
табылған. Цилиндр материалын сипаттайтын сызықтар: Суретте 1-сызық – 20°C, 2-сызық – 2000°C, 
3-сызық – 3000°C, 4-сызық – 4000°C, 5-сызық – 5000°C температуралары деңгейлеріне сəйкес 
эксперимент нəтижесінде алынған. Есептеу нəтижесінде алынған кернеу мен деформация 
тензорларының құраушыларын ескере отырып  

( ) ( ) ( )[ ] 2/2 222
rzzri σσσσσσσ ϕϕ −+−+−=  

( ) ( ) ( )[ ] 2/2 222
rzzri εεεεεεε ϕϕ −+−+−=  

есептелінеді. Мұнда −iσ   кернеу интенсивтілігі, −iε  деформация интенсивтілігі. Мына ,ri σσ =  

( ) 3/12 νε +=i  қатынастарын пайдаланып ( )εσ f=  қисығынан ∗
iσ   сəйкес келетін ∗

iε  табылады. 

Табылған ∗
iσ  есептеу нəтижесінде алынған e

iσ  кернеу интенсивтілігімен салыстырылады. Егер ол 
мəндер өзара сəйкес келетін болса, онда серпімділіктің айнымалы параметрлер əдісі бойынша, 
шешім алынды деп есептелінеді [12]. Егер олар өзара сəйкес келмесе, онда жаңа параметр 

∗∗= iiE εσ /   есептелініп, жаңа жылжу модулі ( )νµ += 12/E  тауып есеп қайтадан шешіледі. Бұл 
кезеңде созу диаграммасы, Пуассон коэффициенті ν  жəне сызықтық ұлғаю коэффициенті α , 
ағымдық температура деңгейіне сəйкес болуы тиіс. Есептеу нəтижесінде алынған e

iσ  жəне 

эксперименттік түрде алынған ∗
iσ  мəндері сəйкестенгенше, есептеу алгоритмі циклдық түрде 

орындалады. 
 

 
3-сурет 

 
 

4-сурет 
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Есеп жазық деформация жəне жазық кернеулік күй жағдайлары үшін шешілген. Есепті шешуде 
төмендегідей жағдайлар қарастырылды: 1) Цилиндр материалының қасиеті температура деңгейіне 
тəуелді емес. Бұл жағдайда алынған қисықтар 1 арқылы белгіленді; 2) Тек қана жылжу модулі 
температураға тəуелді деп есептегенде алынған қисықтар 2 арқылы белгіленді; 3) Жылжу модулі 
жəне Пуассон коэффициенті температура деңгейіне тəуелді деп есептегенде алынған қисықтар               
3 арқылы белгіленді; 4) Жылжу модулі жəне сызықтық ұлғаю коэффициенті температура деңгейіне 
тəуелді деп есептегенде алынған қисықтар 4 арқылы белгіленді; 5) Жылжу модулі, Пуассон жəне 
сызықтық ұлғаю коэффициенттері температура деңгейіне тəуелді десек, жылжу модулі ( )εσ f=  
созу диаграммасынан, ал Пуассон жəне сызықтық ұлғаю коэффициенттері ( ),Tνν =  ( ),Tαα =   
эксперименталды тұрғызылған қисықтардан анықталады. Бұл жағдайда алынған сызықтар 5 ар-
қылы белгіленген. 

Цилиндр қалыңдығындағы радиалдық кернеу компоненттерінің өзгеруі жəне сақиналық кернеу 
компоненттерінің өзгеруі 3, 4-суреттерде көрсетілген. Алынған сандық нəтижелерді талдасақ, 
жылжу модулінің деформациялық күйге əсері аз, ал кернеулік күйге əсерінің үлкен екендігі көрініп 
тұр. Əр типтегі шекаралық шарттар жəне қасиеттері температураға тəуелді əртүрлі материалдар 
үшін де, құрылған алгоритмді пайдалана отырып талдау жұмыстарын жүргізуге болады. Құрылған 
сандық-аналитикалық əдіс физикалық сызықты емес, заңдылыққа бағынатын термосерпімді 
цилиндрлік денелердегі цилиндр қалыңдығы бойынша температура кез келген заңдылықпен 
орналасқан жағдайда, кернеулік-деформациялық күйді бағалауға, талдауға жəне нəтижелер 
бойынша ұсыныстар жасауға мүмкіндік береді. 
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Резюме 
 

М. Ж. Жумабаев, Г.С. Тилесова 
 

(Международный казахско-турецкий университет им. Х. А. Ясави, Туркестан, Республика Казахстан) 
 

ЗАДАЧА ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ НАПРЯЖЕННОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ТЕЛА  
СО СВОЙСТВАМИ ЗАВИСЯЩИМИ ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ 

 
Разработан алгоритм определения температурных напряжений в осесимметрических конструкциях, 

установленных в температурном поле. С помощью алгоритма определяется напряженно-деформированное 
состояние, возникающее при изменениях физических свойств по нелинейному закону. При этом модуль 
сдвига определяется из диаграммы растяжения при различных уровнях температуры, а коэффициент 
Пуассона и температурного расширения из графиков, построенных по результатом эксперимента. Задача 
решена для случаев плоской деформации и плоского напряженного состояния. Полученные численные 
результаты представлены в виде графиков и проанализированы. 

Ключевые слова: поля, напряжение, температура, цилиндр, коэффициент Пуассона, модуль сдвига, 
диаграммы растяжения, дифференциальные уравнения, деформация, алгоритм. 

 
Summary 

 
M. Zh. Zhumabayev, G. S. Tilessova 

 
(International Kazakh-Turkish University named by Kh. A. Yassavi, Turkestan, Republic of Kazakhstan) 

 
THE PROBLEM OF ASYMMETRIC INTENSITY OF A CYLINDRICAL BODY  

WITH PROPERTIES DEPENDING ON TEMPERATURE 
 
The algorithm of determination of axisymmetric thermal stresses in the strectures established in the temperature 

field. Using the algorithm condition arising on changes of the physical properties of a nonlinear law. The shear 
modulus is determined from the chart, stretching across different levels of temperature and thermal expansion 
coefficient of Poisson and graphs based on the result of the experiment. The problem is solved for the case of flat 
deformation and stress state of flat. Numerical results of tained are presented in the form of sharts and analysed. 

Keywords: fields, tension, temperature, cylinder, coefficient Puasson’s, shear modulus, stretching chart, 
differential equations, deformation, algorithm. 
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В. Н. ЛИСИЦЫН, Ю. Ж. ТУЛЕУШЕВ, А. Б. АСАНОВ  
 

(Институт ядерной физики, Алматы, Республика Казахстан) 
 

УЛЬТРАТОНКАЯ ФОЛЬГА ИЗ БЕРИЛЛИЯ 
 

Аннотация 
 
Описаны условия формирования ультратонкой бериллиевой фольги магнетронным осаждением бериллия 

на подложку из стали, которую затем растворяют, оставляя свободную фольгу. Прочность и газопрони-
цаемость такой фольги сильно зависят от стабильности разряда в магнетронном распылителе. Поэтому 
разработан источник питания с возможностью надежного ограничения тока магнетрона в случае, когда 
нарушается стабильность разряда. 

Источник питания магнетрона изготовлен по схеме тиристорного широтно-импульсного регулятора 
мощности. Формирователь импульсов управления содержит детектор нуля сети с накопительным конден-
сатором и пороговым элементом. Выпрямитель для питания нагрузки непосредственно от сети выполнен по 
схеме удвоения напряжения. К выпрямителю добавлена секция утроения напряжения, которая дополни-
тельно стабилизирует разряд в магнетроне. 

Разработанный бестрансформаторный источник питания показал свою эффективность при формирова-
нии однородных тонкопленочных материалов и позволил изготовить прочные и герметичные бериллиевые 
окна толщиной от 8 до 12 мкм и диаметром от 5 до 7 мм для мягкого рентгеновского излучения. 

Ключевые слова: бериллиевое окно, газопроницаемость, прочность, магнетронный распылитель, регу-
лятор мощности, ограничитель тока. 

Кiлт сөздер: бериллийлік терезе, газөткiзгiштiлік, беріктік, магнетронды тозаңдатқыш, қуатты реттегіш, 
ток шектегіш. 

Keywords: beryllium window, gas permeability, strength, magnetron sputtering gun, power regulator, current 
limiter. 

 
Бериллиевую фольгу толщиной до 50 мкм получают методами пластической обработки метал-

лов, которые при дальнейшем уменьшении толщины фольги оказываются неэффективными [1]. 
Представляет интерес формирование ультратонкой бериллиевой фольги ионно-плазменным мето-
дом посредством увеличения толщины осаждаемого тонкопленочного покрытия из бериллия. 
Предпочтительным является использование метода магнетронного осаждения, который обеспе-
чивает высокую производительность, поддерживает в покрытиях высокую химическую чистоту 
распыляемого материала, а также удобен в управлении параметрами процесса [2]. 

Уменьшение толщины бериллиевой фольги повышает требования к устойчивости и равно-
мерности процесса распыления бериллия в плазме низкого давления. Установлено, что срыв в дугу 
разряда в магнетроне повреждает не только поверхность мишени, но также нарушает однородность 
фольги, приводит к появлению на ней локальных микроповреждений структуры, которые умень-
шают прочность фольги и увеличивают ее газопроницаемость. Очевидно, что для получения уль-
тратонкой фольги из хрупкого металла, каким является бериллий, необходимо максимально 
ограничить ток разряда в магнетроне в случае его перехода в дуговой разряд. Такую возможность 
предоставляет бестрансформаторное питание магнетронного распылителя постоянного тока (МР) 
от сети переменного тока [3], в котором, однако, необходимо повысить устойчивость формирова-
ния импульсов управления, а также усилить функцию ограничения тока в нагрузке. Для этой цели 
разработан специальный источник питания МР. 

Источник питания МР изготовлен по бестрансформаторной схеме тиристорного широтно-
импульсного регулятора мощности, включенного в сеть переменного тока напряжением 220 В. 
Формирователь импульсов управления оптосимистором содержит детектор нуля сети с накопи-
тельным конденсатором и пороговым элементом, который открывает ключ, пропускающий 
импульсы управления на оптосимистор. Выпрямитель для питания МР непосредственно от сети 
выполнен по схеме удвоения напряжения, к которой добавлены элементы по схеме утроения 
напряжения. Дополнительная секция поддерживает слабый ток повышенного напряжения для 
устойчивости разряда в МР в момент его включения, а также при пониженном давлении газа в 
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вакуумной камере. Источник питания МР при возможности резкого нарастания тока ограничивает 
его среднюю величину и создает токовую паузу, которая защищает формируемую фольгу от 
повреждений. 

Схема источника питания МР приведена на рисунке 1. Формирователь импульсов управления 
оптосимистором выполнен на транзисторах Т1, Т2, пороговом элементе М1 и питается от пони-
жающего (до 12 В ×2) сетевого трансформатора Тр. Наличие средней точки во вторичной обмотке 
трансформатора Тр позволяет выделить импульсы сети частотой 100 Гц для синхронизации 
частоты напряжения, которое генерирует детектор нуля сети, выполненный на транзисторе Т1. 
Накопительный конденсатор С5 детектора нуля сети заряжается стабилизированным стаби-
литроном Д9 напряжением и разряжается через транзистор Т1 в моменты его открывания. 

 
Рисунок 1 – Принципиальная схема источника питания МР.  

ТСО – ТСО142-40-12; Д1 ÷ Д4 – КД202Д; Д5 ÷ Д8 – КД226; Д9 – Д814Г; Т1 – КТ315Б; Т2 – КТ815;  
М1 – К561ЛП2; С1 ÷ С3 – К75-17 -1000 В; Тр – 12 В ×2; Др – 1УБИ-40/220-В 

 
Отрицательные импульсы сети частотой 100 Гц через делитель поступают на базу транзистора 

Т1 и закрывают его, при этом конденсатор С5 заряжается. При переходе сетевого напряжения через 
нуль транзистор Т1 открывается на короткое время. Через открытый транзистор Т1 конденсатор С5 
быстро разряжается. Нарастание величины отрицательного импульса сети закрывает транзистор Т1 
и конденсатор С5 заряжается. 

При увеличении напряжения на конденсаторе С5 до величины переключения (≈ 6 В) срабаты-
вает пороговый элемент М1, в качестве которого использован логический элемент «исключающее 
ИЛИ». Сигнал с выхода М1 поступает на базу транзистора Т2, который открывается и пропускает 
импульс, отпирающий оптосимистор ТСО. В момент перехода сетевого напряжения через нуль 
ТСО закрывается. Время заряжания конденсатора С5 стабилизированным напряжением задает 
длительность импульсов управления оптосимистором и среднее значение тока в нагрузке. Пере-
менным резистором регулируют величину времени заряжания С5 и момент отпирания оптоси-
мистора. 

Оптосимистор ТСО включен непосредственно в сеть переменного тока напряжением 220 В с 
заземленной нейтралью. Напряжение с него подано на выпрямитель, выполненный по схеме удвое-
ния напряжения на диодах Д1 и Д2. Конденсаторы С1 и С2 являются промежуточными накопите-
лями энергии соответственно в положительном и отрицательном полупериодах напряжения сети, а 
также ограничителями тока, потребляемого из сети. Пульсации тока в нагрузке дополнительно 
ограничивает дроссель Др, в качестве которого использован дроссель пускорегулирующего 
аппарата от сетевой газоразрядной лампы. К схеме удвоения через разделительный диод Д4 
добавлена секция выпрямителя Д3–С3 , которая утраивает сетевое напряжение. Добавочное напря-
жение этой секции с балластным резистором поддерживает слабый ток повышенного напряжения в 
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МР, который обеспечивает устойчивость разряда, но практически не увеличивает мощность 
разряда в МР. 

Наиболее важным достоинством источника питания является его способность ограничивать 
среднее значение тока в нагрузке и подавлять дуговой разряд в магнетроне. Ток дуги при 
ограниченной мощности, потребляемой из сети, быстро разряжает накопительные конденсаторы С1 
и С2 до напряжения, которое ниже напряжения разряда в МР. Заряд конденсаторов С1 и С2 
происходит в течение следующего периода переменного напряжения сети, образующаяся при этом 
токовая пауза длительностью не менее 20 мс надежно гасит дугу. Ограничение среднего значения 
тока дугового разряда в МР совместно с токовой паузой при заряде накопительных конденсаторов 
не допускают снижения качества формируемой фольги ограниченными по мощности и кратковре-
менными дуговыми разрядами в МР. 

Разработанный источник питания МР по бестрансформаторной схеме является самостоятель-
ным устройством, несложен в изготовлении, удобен в эксплуатации. Он позволил надежно 
ограничить ток, установленный в МР, и защитить формируемую фольгу от повреждений дуговыми 
разрядами. Это существенно повысило однородность и прочность тонкопленочных материалов и 
дало возможность изготовить герметичные ультратонкие бериллиевые окна для детекторов 
мягкого рентгеновского излучения. 

Бериллиевые окна толщиной 8, 10 и 12 мкм для мягкого рентгеновского излучения были 
изготовлены в два этапа. На первом этапе получили бериллиевые покрытия соответствующей 
толщины, осажденные магнетронным способом на полированные подложки из стали ст.3. У этого 
материала и у бериллия близкие коэффициенты термического расширения в интервале темпе-
ратуры от 20 до 200°С. В этом интервале изменяется температура подложки в процессе осаждения 
на нее бериллия, поэтому термические напряжения в бериллиевой фольге сведены к минимуму. На 
втором этапе подложку полностью растворяют в азотной кислоте, а свободную бериллиевую 
фольгу промывают в дистиллированной воде и обсушивают. 

Для испытания фольги на герметичность были приготов-
лены 3 образца бериллиевой фольги толщиной 8, 10 и 12 мкм 
для рентгеновских окон с диаметрами соответственно 5, 6 и 
7 мм. Толщина фольги определена тремя методиками: из 
взвешивания образца, с использованием микрометрического 
индикатора 2 МИГ с ценой деления 2 мкм, а также по измере-
нию поперечного сечения сломанной фольги на его изобра-
жении, которое получено на электронном микроскопе. 
Образцы фольги закрепили клеем в специально изго-
товленных держателях, как показано на рисунке 2. В осно-
вании держателей фольг предварительно были проточки с 
диаметрами, соответствующими диаметрам окон. При 
откачивании воздуха из-под фольги к ней прикладывалась 
внешняя нагрузка от перепада давления воздуха на фольгу с 
двух сторон. 

 

Рисунок 2 – Схема закрепления 
ультратонкой бериллиевой фольги  

на держателе 
 

Было установлено, что при быстром нарастании перепада атмосферного давления со скоростью 
0,3 Па/с ультратонкая бериллиевая фольга разрушается под воздействием резкого смещения 
фольги от начального броска давления. Медленное нарастание атмосферного давления на фольгу 
со скоростью 3 мПа/с все образцы фольги выдержали без разрушения. Закрытый фольгой 
вакуумный объем был откачан до остаточного давления 0,1 мПа и проверен на газопроницаемость 
с использованием гелиевого течеискателя ТИ1-14. Проверка показала отсутствие натекания и 
высокую герметичность рентгеновских окон из ультратонкой фольги. 

Разработанный источник питания по безтрансформаторной схеме на примере изготовления 
ультратонкой бериллиевой фольги показал свою эффективность при формировании однородных 
тонкопленочных материалов. С его использованием приготовлены образцы бериллиевой фольги 
толщиной от 8 мкм до 12 мкм. Достигнутая прочность и герметичность бериллиевой фольги 
позволяет использовать ее в качестве окон диаметром от 5 до 7 мм для мягкого рентгеновского 
излучения. Все окна из ультратонкой бериллиевой фольги выдерживают нагрузку атмосферным 
давлением при медленном откачивании вакуумного объема. 
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(Ядролық физика институты, Алматы, Қазақстан Республикасы) 
 

БЕРИЛЛИЙДЕН ЖАСАЛҒАН УЛЬТРАЖҰҚА ФОЛЬГА 
 
Болаттан жасалған төсеніште бериллийді магнетрондық тұндырумен ультражұқа бериллийлік фольганың 

қалыптасу шарты сипатталды, оны еркін фольганы қалдыра отырып, сонан соң ерітеді. Мұндай фольганың 
берiктiгі жəне газөткiзгiштiлігi магнетрондық тозаңдатқыштағы разрядтың тұрақтылығынан өте тəуелді 
болады. Сондықтан разрядтың тұрақтылығы бұзылған жағдайда магнетронның тогын сенiмдi шектеу 
мүмкiндiгi бар қоректендiру көзi жасалды. 

Магнетронның қоректендiру көзi қуатты тиристорлық ендi-импульстiк реттегiш сұлбасы бойынша жа-
салған. Басқару импульстерін құрастырғышында жинақтағыш конденсаторы жəне табалдырықтық элементі 
бар желiнiң нөл детекторы болады. Тiкелей желіден жүктемені қоректенуге арналған түзеткiш кернеудi екi 
еселеу сұлбасы бойынша орындалған. Түзеткiшке кернеудi үш еселеу секциясы қосылған, ол магнетронда 
қосымша разрядты тұрақтандырады. 

Трансформаторсыз жасалған қоректендiру көзi бiртекті жұқапленкалы материалдарды қалыптастыруда 
өзінің тиiмдiлiгін көрсеттi жəне қалыңдығы 8-бен 12 мкм аралығындағы жəне мм диаметрі 5-пен 7 мм 
аралығындағы берiк жəне герметикалық бериллийлік рентген терезелерiн даярлауға мүмкiндiк берді. 

Кiлт сөздер: бериллийлік терезе, газөткiзгiштiлік, беріктік, магнетронды тозаңдатқыш, қуатты реттегіш, 
ток шектегіш. 

 
Summary 

 
V. N. Lisitsyn, Yu. Zh. Tuleushev, A. B. Asanov 

 
(Institute of Nuclear Physics, Almaty, Republic of Kazakhstan) 

 
ULTRATHIN BERYLLIUM FOIL 

 
The conditions are described for formation of ultra-thin beryllium foil by magnetron beryllium deposition on a 

steel substrate, which is further dissolved, leaving a loose foil. Strength and gas permeability of this foil strongly 
depend on stability of the discharge in the magnetron sputtering gun. Therefore, the power supply unit is designed to 
provide reliable magnetron current limitation in case of disturbance of discharge stability. 

The power unit of the magnetron is designed according to the scheme of thyristor PWM power regulator.             
The control pulse shaper contains the network null detector with the reservoir capacity and the threshold element. 
The rectifier of load power supply directly from the network is configured according to voltage doubling circuit.          
The section of voltage tripling is added to the rectifier, which additionally stabilizes the discharge in the magnetron. 

The designed no-transformer power supply unit has shown its effectiveness in formation of homogeneous thin 
film material and allowed us to produce strong and hermetic beryllium X-ray windows 8-12 mkm thick and 5-7 mm 
in diameter. 

Keywords: beryllium window, gas permeability, strength, magnetron sputtering gun, power regulator, current 
limiter. 

 

Поступила 07.07.2013 г. 
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А. Е. МИРЗАКУЛОВА, М. Қ. ДАУЫЛБАЕВ 
 

(əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан Республикасы) 
 

СИНГУЛЯРЛЫ АУЫТҚЫҒАН ИНТЕГРАЛДЫ- 
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУГЕ АРНАЛҒАН ШЕКАРАЛЫҚ  
ЕСЕП ШЕШІМІНІҢ АСИМПТОТИКАЛЫҚ ЖИНАҚТЫЛЫҒЫ 

 
Аннотация 

 
Бұл жұмыста екі үлкен туындысының алдында кіші параметрі бар үшінші ретті сингулярлы ауытқыған 

сызықты интегралды-дифференциалдық теңдеу үшін қосымша сипаттаушы теңдеудің түбірлерінің таңбасы 
əртүрлі болған жағдайда екінүктелі шекаралық есеп қарастырылған. Осы сингулярлы ауытқыған шекаралық 
есепке сəйкес өзгертiлген ауытқымаған есеп құрылды. Осы ауытқымаған есептің шешімі алынды. Сингу-
лярлы ауытқыған шекаралық есеп шешімі мен өзгертілген ауытқымаған есеп шешімінің арасындағы айырым 
бағаланды. Интегралдық мүшенің бастапқы секірісінің шамасы табылды. Берілген сингулярлы ауытқыған 
шекаралық есеп шешімінің өзгертілген ауытқымаған шекаралық есеп шешіміне ұмтылатыны дəлелденді. 

Кілт сөздер: сингулярлы ауытқу, кіші параметр, бастапқы секіріс, асимтотика. 
Ключевые слова: сингулярное возмущение, малый параметр, начальный скачок, асимптотика. 
Keywords: singular indignation, small parameter, initial jump, asimptotica. 
 
Сингулярлы ауытқыған сызықты интегралды-дифференциалдық  
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теңдеуін келесі шекаралық шарттармен қарастырайық: 
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мұндағы ε > 0 – кіші параметр, ал α, β, γ – белгілі тұрақты шамалар. Дифференциалдық теңдеулер 
үшін мұндай шекаралық есеп* жұмысында қарастырылған еді. 
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* Касымов К.А., Жакипбекова Д.А., Нургабыл Д.Н. Представление решения краевой задачи для линейного диф-

ференциального уравнения с малым параметром при старших производных // Вестник КазНУ им. аль-Фараби. Сер. мат., 
мех., инф. – 2001. – № 3. – С. 73-78. 
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(1), (2) шекаралық есеп шешімі үшін келесі асимптотикалық бағалаудың орындалатындығы 
белгілі:  
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мұндағы C > 0 – ε-нан тəуелсіз тұрақты. 
Берілген сингулярлы ауытқыған (1), (2) шекаралық есепке келесі ауытқымаған есепті сəйкес 

қояйық: 

∫∑
=

∆++=+
′

≡
1

0

1

0

)(

210 ),()(),()()()(
i

i

i tdxxyxtHtFytAytAyL                              (4) 

,)1(,)0( 1∆+== γα yy                                                           (5) 
мұндағы ∆(t), ∆1 – əзірге белгісіз интегралдық мүшенің жəне шешімнің бастапқы секірістері. 
Белгісіз ∆(t) функциясын табу үшін сингулярлы ауытқыған (1), (2) есептің  ),( εty  шешімі мен (4), 

(5)ауытқымаған есептің )(ty  шешімінің айырымы ),( εtu  үшін келесі түрдегі есепті аламыз: 
1 1

2 ( ) 2
0 1 2 0

00

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ,i
i

i
L u u A t u A t u A t u H t x u x dx t y A t yε ε ε ε ε ε

=

′′′ ′′ ′ ′′′ ′′≡ + + + = −∆ − −∑∫      (6) 

.),1(,0)0(),0(,0),0( 1∆−=≠
′

−=′= εβεε uyuu                                  (7) 

(6) теңдеудегі ∫ ′
1

0
1 ),(),( dxxuxtH ε

 
интегралдық мүшесін бөліктеп интегралдап, (7) шартын 

ескерсек, нəтижесінде келесі теңдеу аламыз: 

( ) ( ) ″
−′′′−∆+∆−∫ ′−= ytAytHtdxxtHxtHuL x )()1,()(),(),( 0

2
11

1

0
10 εεε                    (8) 

(8), (7) есептің түрі (1), (2) есептің түріндей болғандықтан оған (3) асимптотикалық бағалауын 
қолданып, 

( )+∆+∆++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−++∆+∆+≤ 11111 )1,()(exp)1,()(),( tHttCCtHtCCtu εβ

ε
γεεβεε  

( )εβε
ε

γ +∆+∆+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−+ 112 )1,()(1exp tHttC  

бағалауын аламыз. Енді белгісіз  ∆(t) функциясын ε → 0 болғанда (8), (7) есебінің ),( εtu  шешімі 
нөлге ұмтылатындай етіп таңдаймыз,яғни 

11 )1,()( ∆−=∆ tHt                                                                   (9) 
теңдігі орындалғанда (1), (2) есептің шешімінің (4), (5) ауытқымаған есептің шешіміне ұмтыла-
тынын аламыз. Сонымен, интегралдық мүшенің ∆(t) бастапқы секірісі (9) теңдікпен анықталғанда 
(1), (2) есеп шешімінің келесі ауытқымаған есептің шешіміне ұмтылатыны шығады: 

∫ ∑ ∆−+=+′≡
=

1
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1

0
11

)(
210 ,)1,()(),()()()(

i

i
i tHdxxyxtHtFytAytAyL                   (10) 

1)1(,)0( ∆+== γα yy                                                       (11) 
Енді шешімнің ∆1 бастапқы секірісін табайық. Ол үшін (10) теңдеуін алдымен 

α=)0(y                                                                   (12) 
шартымен қарастырамыз. (10), (12) есебінің шешімін келесі түрде іздейміз: 
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∫ ∫∫ ⎟⎟
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мұндағы белгісіз z(t) функциясы үшін келесі Фредгольмдік екінші типті интегралдық теңдеуге 
келеміз: 
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мұндағы 
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Онда IV шарттың күшімен (14) интегралдық теңдеудің шешімі бар, жалғыз болады жəне келесі 
түрде өрнектеледі 

∫+=
1

0
)(),()()( dssstRttz ϕϕ ,                                                     (16) 

мұндағы ),(),( stHstR −  өзегінің резолвентасы, ал )(tϕ  функциясы (15) формуласымен анықта-
лады.(16) формуламен өрнектелген z(t) функциясын (13) формулаға қойып, (15) белгілеулерді 
ескерсек, (10), (12) есебінің шешімі үшін келесі формуланы аламыз: 
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мұндағы 
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0
=∫+= idpxpHpsRxsHxsH iii . 

Шешімнің ∆1 бастапқы секірісін анықтау үшін(17) формуламен анықталған )(ty  функциясын 
(11) шекаралық шарттардың екіншісіне бағындырамыз: 

1 1
2 2

1 10

2

10

( ) ( )1
( ) ( )

1 1 1
10

( )1
( )2

0 1
10

1 ( ) ( ,1)
( )

( )( , ) ( , )
( )

s

x

A x A xdx dx
A x A x

A p dp
A p

e e F s H s
A s

A xH s x H s x e dx ds
A x

γ α

α

− −

−

∫ ∫
⎡+ ∆ = + − ∆ +×⎣

⎤∫⎛ ⎞ ⎥+ −⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎥⎦

∫

∫

 

Бұдан V шарттың көмегімен шешімнің ∆1 бастапқы секірісін анықтаймыз: 
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∫

∫ ∫

           (18) 

Сонымен, келесі шектік көшу туралы теорема дұрыс болады. 
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Теорема. Егер I-V шарттар орындалса, онда (1), (2) шекаралық есебінің шешімі ),( εty  үшін 
келесі шектік теңдіктер орындалады: 

,10  ),(),(lim,10  ),(),(lim,10  ),(),(lim
000

<<′′=′′<<′=′≤≤=
→→→

ttytyttytyttyty εεε
εεε

 

мұндағы )(ty  функциясы (10), (11) есебінің шешімі жəне ол (17) формуламен, ал ∆1 бастапқы 
секірісі (18) формуламен өрнектеледі.  
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ СХОДИМОСТЬ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
 

В данной работе рассмотрена двухточечная краевая задача для сингулярно возмущенного линейного 
интегро-дифференциального уравнения третьего порядка с малым параметром при двух старших производ-
ных, имеющие корни разного знака характеристического уравнения. Построена измененная невозмущенная 
краевая задача. Найдено решение невозмущенной задачи. Получена оценка разности решений возмущенной 
и измененной невозмущенной краевых задач. Определена величина начального скачка интегрального члена. 
Доказана сходимость решения сингулярно возмущенной краевой задачи к решению измененной невозму-
щенной краевой задачи.  

Ключевые слова: сингулярное возмущение, малый параметр, начальный скачок, асимптотика. 
 

Summary 
 

A. E. Myrzakulova, M. K. Dauylbaev 
 

(Al-Farabi Kazakh national university, Almaty, Republic of Kazakhstan) 
 

ASYMPTOTIC CONVERGENCE OF SOLUTIONS OF BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR SINGULARLY PERTURBED INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 
The work deals withthe singularlyperturbed boundary value problemfor third order linearintegro-differential 

equationwith a smallparameter in the highestderivatives, provided that the rootsof additional distinctive equationhave 
opposite signs. It was built a unperturbed boundary value problem. We find the solution of the unperturbed problem. 
An estimate difference of the solutions of the perturbed and unperturbed modified boundary value problems. 
Determined by the value of the initial jump of the integral term.The convergence of solutions of singularly perturbed 
boundary value problem to the solution of the modified perturbed boundary value problem. 

Keywords: singular indignation, small parameter, initial jump, asimptotica. 
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УДК 517.948 
 

Н. ІЛЕСКЕНҚЫЗЫ, Б. Е. КАНГУЖИН 
 

(əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан Республикасы) 
 

ЛОКАЛЬДЫ ЕМЕС ШЕКАРАЛЫҚ ШАРТТЫ ЕКІ ЕСЕЛІ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ОПЕРАТОРДЫҢ ГРИН ФУНКЦИЯСЫ 

 
Аннотация 

 
Жұмыста ],0[2 πL  кеңістігінде екі еселі дифференциалды теңдеу мен локальды емес шекаралық шарт-

тардан туындайтын σL  операторы қарастырылады. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πππ ,

22
,0  ойылған аралығында σL  операторының 

Грин функциясының айқын формуласы жазылды. 
Кілт сөздер: Грин функциясы, локальды емес шекаралық шарт. 
Ключевые слова: функция Грина, нелокальные краевые условия. 
Keywords: Green's function, not local regional conditions. 
 

],0[2 πL  кеңістігінде екінші ретті оператордың локальды емес шекаралық есебінің Грин 
функциясын [1] қарастырамыз. 

σL  операторын келесі есепке сəйкестендіріп аламыз: 
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 ( ) 0=πy                                        (2) 

мұндағы ( ) [ ]πσ ,02Lx ∈ , [ ]π,0)( 2Lxf ∈  , α – кез келген сан. 
Лемма. (1)-теңдеудің дербес шешімі келесі түрде анықталады: 

 ( ) ( ) ,)(sin

0

dttfxtxy
x

∫
−

=
λ

λ
                                                         (3) 

Дəлелдеу. (3)-формуланы пайдаланып, ( )xy′  жəне ( )xy ′′  табайық. 

 ( ) ( ) ( ) ,cos
0
∫ −−=′
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dttfxtxy λ                                                        (4) 

 ( ) ( ) ( ) ( ),sin
0
∫ −−−=′′
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xftfxtxy λλ
                                               

 (5) 

(5)-формуланың оң жағына λ  көбейтіп бөлу арқылы келесі өрнекті аламыз: 

( ) ( )
0 0

sin
( ) sin ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

x x t x
y x t x f t f x f t dt f x y x f x

λ
λ λ λ λ

λ

⎛ ⎞−
′′− = − + = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

 
Лемма дəлелденді. 
Теорема. Кез келген ( ) ],0[2 πLxf ∈  үшін (1),(2)-есептің шешімі бар (жалғыз) жəне келесі 

түрде болады: 
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мұндағы интегралдық оператордың өзектері ( )λ,,1 txG , ( )λ,,2 txG  сəйкесінше ⎟
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түрінде өрнектеледі, мұндағы 
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Дəлелдеу. Кез келген ( ) ],0[2 πLxf ∈  функциясы үшін (1),(2)-есептің шешімін келесі түрде 
қарастырамыз: 
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(10)-формуланы y(0) = 0 жəне y(π) = 0 шекаралық шарттарына апарып қойсақ, онда c2 = 0 жəне               
D2 = 0 болады да, (10)-формула келесі түрде болады: 
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(11)  

Келесі өрнекті (11)-формуласын пайдаланып есептейік: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ =+=′′−
π π π
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0 0 0
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−
π

π

π π
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π
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λ
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λ
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2 2
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x

dxxxfdxxxDdtdxtfxxt             (12) 

Енді (11), (12)-формулаларды қалған екі шекаралық шартқа қойсақ: 
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(13), (14)-өрнектегі c1, D1 тұрақты шамаларын табу үшін Крамер əдісін пайдаланып, келесі өрнекті 
аламыз: 
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Енді осы (17), (18)-формулаларды (11)-формулаға апарып қойсақ:  
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мұндағы ( ),,λtEi ,3,1=i  ( ),,λtFj  3,1=j  функциялары (9)-формуламен анықталады. 

Демек, (18)-формуланы пайдаланып, ⎟
⎠
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⎜
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болады. Бұдан (6)-формуланы аламыз. Енді кері жорып шешімді екеу деп, екінші шешімді ( )xy*  
түрде алып, екі шешімнің айырмасын қарастырайық: 

( ) ( ) ( ).* xyxyxu −=  

( )[ ] ( ),xfxyl =   ( )[ ] ( ),* xfxyl =  

белгілі. Онда келесі теңдіктер орынды: 

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ,0* =−= xyLxyLxuL                                                    (21) 
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(22) біртекті теңдеуінің біртекті шарттарын қанағаттандыратын нөлдік қана шешімі болады 
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Теорема дəлелденді.  
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ФУНКЦИЯ ГРИНА ОПЕРАТОРА ДВУХКРАТНОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ  
С НЕЛОКАЛЬНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ 

 
В этой работе в пространстве ],0[2 πL  рассматривается оператор σL , который порождается через 

двукратное дифференциальные уравнение и с нелокальными краевыми условиями. В проколотом отрезке 

⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πππ ,

22
,0  выписан в явном виде формула функции Грина для оператора σL . 

Ключевые слова: функция Грина, нелокальные краевые условия. 
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GREEN'S FUNCTION OF THE TWO-FOLD DIFFERENTIATION OPERATOR  
WITH NONLOCAL BOUNDARY CONDITIONS 

 
In this paper, in the space of ],0[2 πL  is considered the operator σL , which is generated through a two-fold 

differential equation with nonlocal boundary conditions. In the punctured segment ⎟
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explicit formula for the Green function of the operator σL . 
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ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА КОЭФФИЦИЕНТА 
УПРУГОЕМКОСТИ НЕФТЯНОГО МЕСТОРОЖДЕНИЯ 

 
Аннотация 

 
В работе рассматривается математическая модель нестационарной фильтрации нефти к скважине в кру-

говом резервуаре. Для определения коэффициента упругоемкости пласта решается обратная коэффициентная 
задача. Предложен вычислительный алгоритм расчета коэффициента упругоемкости пласта. Доказана огра-
ниченность приближенного значения коэффициента упругоемкости пласта и монотонность минимизируе-
мого функционала. 

Ключевые слова: коэффициентная обратная задача, фильтрация, итерационный метод. 
Кілт сөздер: коэффициенттік кері есеп, сүзілу, итерациялық əдіс. 
Keywords: coefficient inverse problem, filtration, iterative method. 
 
Из существующих гидродинамических методов наиболее точными являются методы опреде-

ления фильтрационных параметров пластов и скважин по наблюдениям неустановившихся ре-
жимов их работы и взаимодействия [1]. Методы исследования пластов и скважин, основанные на 
изучении неустановившихся процессов изменения забойного давления в скважинах связаны с 
теорией упругого режима добычи нефти. Значительный вклад в развитие этих методов внесли          
М. Маскет, Г. И. Баренблатт, К. С. Басниев, И. А. Чарный, В. Н. Щелкачев и др. Разработка и 
обоснование математических моделей физических процессов тесно связана с решением обратных 
задач для дифференциальных уравнений. Обратные задачи математической физики часто оказы-
ваются в классическом смысле поставленными некорректно. С этой особенностью обратных задач 
связаны основные трудности построения эффективных вычислительных алгоритмов. В этой работе 
рассматривается задача нестационарной фильтрации нефти к скважине в круговом резервуаре            
[2-4]. Чтобы определить фильтрационные параметры, в частности, коэффициента упругоемкости 
пласта, решаем обратную коэффициентную задачу минимизации функционала невязки между 
наблюдаемыми и расчетными значениями давления [5]. 
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В этой работе рассматривается задача нестационарной фильтрации нефти к скважине в 
круговом резервуаре. Чтобы определить фильтрационные параметры, в частности, коэффициента 
упругоемкости пласта, решаем обратную коэффициентную задачу минимизации функционала 
невязки между наблюдаемыми и расчетными значениями давления [1]. 

1. Нестационарная фильтрация нефти к скважине в круговом резервуаре [3] описывается 
дифференциальным уравнением: 
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с граничными условиями: 
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и начальным условием: 
)()0,( 0 rPrP = , Rrrc << .                                                         (3) 

где P = P(r,t) давление, q(t) дебит скважины, k проницаемость пласта, H толщина пласта, β коэф-
фициент упругоемкости, µ вязкость нефти, PK пластовое давление, T время эксперимента, P0(r) 
начальное распределение давления в пласте, rc и R радиусы скважины и пласта, соответственно. 

Задача (1)–(3) решается методом конечных разностей [6]. В дискретной области: 
},...,1,0;,...,2,1,,{ mjNitjtrirrQ jci

m
N ==∆⋅=∆⋅+==   строится  неявная  конечная  разностная  

схема, аппроксимирующая задачу (1)–(3): 
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0 , Ni ,...,1,0= .                                                     (6) 

Для определения коэффициента упругоемкости β дополнительно известно изменение забой-
ного давления: )( jz tP , j = 0,1,…,m.  

Строится итерационная последовательность для минимизации функционала: 
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j
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j tPYJ β ,                                                      (7) 

где 1
0
+jY  расчетные значения забойного давления, 1+j

zP  наблюдаемые значения забойного 
давления. 

Задается начальное значение упругоемкости nβ  (n = 0). Следующее значение 1+nβ  опреде-
ляется из монотонности функционала (7). То есть 1+nβ  подбирается так, чтобы имело место 
неравенство )()( 1 nn JJ ββ <+ . 

Из этого условия выводится итерационная формула расчета 1+nβ . 
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2. Априорные оценки для решения прямой задачи. Введем обозначения: 
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Из уравнения (4) после некоторых преобразований получаем: 
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Применяя формулу суммирования по частям к полученному уравнению и учитывая граничные 
условия (5), получим неравенство: 
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Здесь 
H
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π

1
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+
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Применяя неравенство Коши, выводим: 
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= . Тогда 

] ( ) ( )βµβ
µ

β +≤∆+≤∆+ ∑∑
=

+

=

++ 1ln
4 1

0

2120

0

2
121 ctA

r
R

k
YrtYrkYr

j

j

j

c

j

j

j
r

j , 

где ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∆= ∑
=

+ tA
r
R

k
Yrc

j

j

j

c 0

2120
1 ln

4
,max µ

. 

Лемма 1. Пусть ),()( 20 RrLrP c∈ , ),0()( 2 TLtq ∈ . Тогда для решения задачи (4)–(6) имеют 
место оценки: 

] ( )β
µ

β +≤∆+ ∑
=

++ 1max 1
0

2
121 ctYrkYr

j

j

j
r

j

j
,  ( ) ( )β+≤∆∑

=

+ 12
0

21
0 ctY

j

j

j , 

где 
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R
k

cc ln12
µ

= . 

3. Априорные оценки для решения сопряженной задачи. Сопряженная задача прямой 
разностной задачи имеет следующий вид: 
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µ
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NU , 0,...,2,1 −−= mmj ;                           (10) 

0=m
iU ,  Ni ,...,1,0= .                                                       (11) 

Преобразуя (9) и применяя к полученному уравнению формулы суммирования по частям и 
учитывая граничное условие (10), получим неравенство: 
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Применяя неравенство Коши, выводим: 
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RtU . Поэтому после соответствующего подбора ε, полу-

чим равенство: 
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Лемма 2. Пусть ),()( 20 RrLrP c∈ , ),0()(),( 2 TLtPtq z ∈ . Тогда для решения задачи (9)–(11) 
имеют место оценки: 
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4. Ограниченность коэффициента упругоемкости. Из (8) следует неравенство: 
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Учитывая леммы 1 и 2, выводим: 
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Пусть 1>α . Тогда ряд ∑
=

n

n n0

1
α  сходится, и имеем неравенство: γββγβ 80180 cc n +<<− + . 

Достаточно малая величина γ  подбирается так, чтобы 0980 >≥− cc γβ . Тогда 908 cc +≤ βγ .  
Теорема 1. Если ),()( 20 RrLrP c∈ , ),0()(),( 2 TLtPtq z ∈ , то имеет место неравенство: 

9019 20 cc n +≤≤< + ββ , n = 0,1,… . 
5. Монотонность функционала выводится из соотношения: 
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Оценим величины I1 и I2. 
Для разности )()1( 111 nYnYY j
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После некоторых преобразований, учитывая граничные условия (14) и применяя формулу 
суммирования по частям и ε -неравенство Коши, получим неравенство: 
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Пусть 
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= . Учитывая лемму 1 и теорему 1, выводим, что 
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В этом случае имеем неравенство ( )211
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щая от начальных данных непрерывным образом. 
Запишем для системы (4)–(6) новую систему уравнений в виде: 
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После некоторых преобразований уравнения (16) получим неравенство: 
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Из последнего неравенства следует оценка: 

( )2
12

0

2121max β∆≤∆+∆ ∑
=

++ ctYrYr
j

j

j
rt

j
tj

. 

Обращаясь к равенству (9) выводим : nc γβ 13≤∆ . 

Лемма 3. Если ),()( 20 RrLrP c∈ , ),0()( 1
2 TWtq ∈ , ),0()( 2 TLtPz ∈ , то для решения задачи (5)–
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На основе леммы 3 суммы I1, I2 оцениваются: 
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Из (12) следует неравенство: ( ) 0)()( 16
2

1 ≤−+−+ nnnnn cBJJ γγββ . 

Теорема 2. Если 0
2

1
1

1

1

0

2 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆∆= +

−

=

−

=
∑∑ rtUYrB j

i
j
ti

N

i

m

j
in , и имеют место леммы 1-3, то, подбирая 
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2 >− nn cB γ , что соответствует 

монотонности функционала. То есть 0)()( 1 <−+ nn JJ ββ , ,...2,1,0=n  
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Резюме 
 

Ə. С. Əжібекова 
 

(Қазақстан-Британ техникалық университет, Алматы, Қазақстан Республикасы) 
 

МҰНАЙ КЕН ОРНЫНЫҢ ҚАТАҢДЫЛЫҚ СЫЙЫМДЫЛЫҒЫНЫҢ КОЭФФИЦИЕНТІН 
ИНТЕГРАЦИЯЛЫҚ ƏДІСПЕН ЕСЕПТЕУ 

 
Осы жұмыста мұнайдың дөңгелек қауыздағы ұңғыға стационар емес сүзілуінің математикалық нұсқасы 

қарастырылған. Қатаңдылық сыйымдылығының коэффициентін анықтау үшін коэффициенттік кері есеп ше-
шіледі. Қатаңдылық сыйымдылығының коэффициентін есептеуге арналған есепетегіш алгоритм ұсынылған. 
Қатаңдылық сыйымдылығының коэффициентінің шектеулі екендігі, минимизацияланатын функционалдың 
бірқалыптылығы жəне итерациялық қатардың жинақтылығы дəлелденген. 

Кілт сөздер: коэффициенттік кері есеп, сүзілу, итерациялық əдіс. 
 

Summary 
 

A.S. Azhibekova 
 

(Kazakh-British technical university, Almaty, Republic of Kazakhstan) 
 

ITERATIVE METHOD OF CALCULATION  
OF FACTOR ELASTICCAPACITY OF THE OIL DEPOSIT 

 
In this paper the mathematical model of the nonstationary filtration of oil to a well in a circular reservoir is 

considered. To determine the total reservoir compressibility, we solve the coefficient inverse problem. A compu-
tational algorithm to calculate the total reservoir compressibility is proposed. Boundedness of an approximate value 
of the reservoir compressibility and monotonicity of the minimized functional are proved. 

Keywords: coefficient inverse problem, filtration, iterative method. 
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УДК 004.4 
 

B. H. AITCHANOV 1, A. B. SATABALDIYEV 2, A. V. BOGDANCHIKOV 2, K. N. LATUTA 2 

 
(1Kazakh National Technical University after K. I. Satpayev, Almaty, Republic of Kazakhstan) 

2Suleyman Demirel University, Kaskelen, Republic of Kazakhstan) 
 

INNOVATIVE APPROACH TO SOCIAL MEDIA IN EDUCATION 
 

Summary 
 
The current paper reviews the usage of social resource such as VKontakte and microlearning technique for 

educational purposes. The problem is that students in Kazakhstan spend a lot of time in social networks, therefore, 
the lack of motivation drives to critical results on their academic performance. In order to solve this problem, the 
research was applied on CSS 216 Mobile Programming (Android) course at Suleyman Demirel University (Kazakh-
stan). The collected results show that in a modern world of emerging mobile technologies, we are as educators 
should improve the way of teaching by adding electronically supported learning methods. In this study, the 
significance of microlearning technique is proposed. 

Keywords: social media, microlearning, Vkontakte, education. 
Кілт сөздер: социалдық медиа, микрооқу, ВКонтакте, білім беру. 
Ключевые слова: социальные медиа, микрообучение, ВКонтакте, образование. 
 
Introduction. Today organizations consider how to systematically use micro-sharing, made possible 

using tools like VKontakte to connect with people. It allows organizations to reach people’s desktops, 
laptops, and devices already in pockets without any dependency of local email servers or a phone tree. 
Because this is the beginning of the mobile era, where people will be able to communicate, work, share 
the information, make easier their lives by using mobile devices in their pockets [1]. 

As it is mentioned above, Vkontakte is a public social network used all over the world which has 
become an integral part of people's own professional practice or personal point of view. They use it to 
connect, share, and discover information far beyond any other networks. As a consequence, users finally 
start to understand that Vkontakte can be used for educational field as a microlearning.  

VKontakte – is a social network service available in several languages but popular particularly among 
Russian-speaking users around the world, especially in Russia, Ukraine, Kazakhstan, Moldova, Belarus, 
and Israel. Like other social networks, VK allows users to message contacts publicly or privately, create 
groups, public pages and events, share and tag images, audio and video, and play browser-based games. 

As with most social networks, the site's core functionality is based around private messaging and 
sharing photos, status updates and links with friends. VKontakte also has tools for managing online 
communities and celebrity pages. The site allows its users to upload, search and stream media content, 
such as videos and music. VKontakte features an advanced search engine, which allows complex queries 
for finding friends as well as a real-time news search. 

VKontakte users can post on their profile walls, each post may contain up to 10 attachments – media 
files, maps and documents (see above). VKontakte features two types of communities. Groups are better 
suited for decentralised communities (discussion-boards, wiki-style articles, editable by all members 
etc.). Liked content doesn't get automatically pushed to the user's wall, but is saved in the (private) 
Favorites section instead. The user has to press a second 'share with friends' button to share an item on 
their wall.  

Ubiquitous technology can be usefully applied for microlearning because it reaches users throughout 
the day, when they have idle time. Users can look through and revise subscribed course's data while 
spending time in public transport, waiting in line, or in the brief transition periods between activities. Brief 
interactions allow users to chip away at a larger learning goal and may serve a priming role by repeatedly 
bringing the learning task to their attention; users may then be more mentally prepared to take an ad-
vantage of richer learning opportunities, such as those that occur naturally during actual social events [2].  

How much time does an average human-being spend in social network? How much time do we waste, 
how much do we use for self-development? According to statistics of International Network for Social 
Network Analysis (INSNA) our young generation live in virtual world. They always stay connected. The 
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aim of this research is to combine what they like and what they need. As far as Vkontakte is an online 
network service with elements of microlearning[3], it enables users to learn anywhere and anytime. 

Methods. There is a CSS 216 Mobile Programming (Android) course in Suleyman Demirel 
University, which is mostly oriented on sophomore students. As an experimental tool Vkontakte was 
chosen to teach Android with microlearning technique [4]. 

The main idea of connecting VKontakte with programming languages was to improve knowledge of 
students. As a learning method, microlearning was chosen. In order to collect data for this research, we 
interviewed sophomore students from different groups and faculties using questionnaires, which consisted 
of 7 questions. 

The most important questions are specified below: 
Do you use VKontakte? What do you want to learn using microlearning approach? How much of your 

time would you spend for educational purposes while implementing VKontakte and microlearning 
technique? 

The results of this questionnaire are provided below:  
Total number of students, who participated, is 77. Number of students, who use VKontakte is 76, don't 

use – 1. 
The question concerned with time has shown the most interesting results:  
14 students want to spend 10–20 minutes, 45 students – 1 hour and 18 students – 2 hours per day to 

learn using social media.  
According to the results of this questionnaire, students are unwilling to learn programming language 

using VKontakte or they don't know how to use social media for educational purposes.  
Course materials were processed and compressed into more brief and comprehensive data. Later this 

data was uploaded to instructor's website and other web resources such as Youtube. As a next step, we 
prepared a list of links which corresponded to earlier prepared syllabus for Android course. In order to 
have tweets sent on specific time and date according to the syllabus, we used tweet scheduler to keep the 
data updated and sent regularly without instructor’s control. Students subscribe for Android group, created 
for this experimental course, which enables getting messages and notifications anywhere, anytime on their 
mobile phones [5]. This keeps students informed about which topic should be studied, revised and 
rehearsed. 

Data analyzes of students’ performance evaluation. There is students’ performance evaluation test 
assigned for the topic from Android Programming Course – Broadcast Receivers. Test consists of some 
problems which were firstly done on sophomore students during the special lesson devoted to broadcast 
receivers. Cronbach’s alfa mean, item mean and standard deviation was calculated. 

The pre and post test results of students’ performance evaluation tests were compared and the results 
were analyzed by SPSS program. The means and standard deviations of the pre and post tests are shown in 
tables and can be observed on the graphs. Tests were initially applied for sophomore students in order to 
calculate their Cronbach’s alfa coefficients.  

 
Performance evaluation test for sophomore students 

 
Stages of the study Type of testing topic Subjects Type of the test Mean Item mean Std. Deviation 

CS Content Providers Pre-evaluation 10,200 3,4 2,14476 

ES Broadcast Receivers 
Sophomore 

students Post-evaluation 12,900 4,3 1,74416 
 

Pre and Post performance evaluation tests results are shown on the figure and in the table. One can 
observe that during the CS stage students showed lower performance in solving problems than during the 
ES stage where Broadcast Receivers method was instructed.  

It is remarkable that even though problems were comparatively easier than in other tests, the mean and 
item mean for sophomore students that were tested on Broadcast receivers are higher than mean. But it 
should be noticed that the number of students was different and education level was also different. 

Conclusions. Students were able to access study material outside university. This data was 
compressed and sliced into small chunks of information. Students subscribed for mobile notifications, that 
allowed receiving tweets anytime and anywhere, which is the main principle of micro-learning.  
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Results of the performance evaluation test during CS & ES stages 
 
Moreover, information is nested on students' phones and VKontakte accounts, which they can easily 

access via Internet.  
The mobile technology is spreading very fast. Each second the tons of bytes of information are 

created. There is a need for learning technique, such as micro-learning. This paper demonstrates a simple 
example how to use Vkontakte and microlearning technique for educational purposes, but enterprises can 
use this approach as well. There is a necessity for researching this field of study, which is not yet 
complete. Many sections are under work and will be expanded in future 
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ƏЛЕУМЕТТІК МЕДИАЛАР АРҚЫЛЫ БІЛІМ БЕРУ ЖҮЙЕСІНДЕГІ  

ИННОВАЦИЯЛЫҚ КӨЗҚАРАС 
 
Қарастырылып отырған жұмыс, ВКонтакте сияқты əлеуметтік желілерді қолдану мен білім беру мақ-

сатында бағдарламалық ортада микрооқудың технологияларын қарастырады. Бұл жұмыстың негізгі мəсе-
лелері аналитикалық орталықтардың зерттеулері анықтағандай, студенттер мен оқушылардың əлеуметтік 
желілерге біршама уақыттарын жіберуі болып табылады. Интернетте отырып шектен тыс уақытты өткізу 
дербес оқып-үйренуде біршама мəселелер мен қозғамдаманың (мотивация) болмағандығына əкеп соғады. 
Осы мəселенің шешімін табуда университеттің екінші курс студенттеріне «Мобильді бағдарламалау» пəні-
нен зерттеулер жүргізілген болатын. Зерттеу нəтижелері көрсеткендей, қазіргі мобильді технологиялардың 
дамыған заманында біз, яғни оқытушылар электрондық-есептеу жүйелері базасындағы оқыту əдістерін 
қолдануымыз қажет.  

Кілт сөздер: социалдық медиа, микрооқу, ВКонтакте, білім беру.  
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ИННОВАЦИОННЫЙ ПОДХОД  

К ИСПОЛЬЗОВАНИЮ СОЦИАЛЬНЫХ МЕДИА В ОБРАЗОВАНИИ 
 
Данная работа рассматривает применение социальных сетей, таких как – Вконтакте, и технологии микро-

обучения в программной среде для образовательных целей. Основной проблемой является то, что студенты и 
школьники тратят огромное количество времени в социальных сетях, о чем свидетельствуют исследования 
ряда аналитических центров. Бесполезное просиживание в интернете приводит к серьезным проблемам и 
отсутствию мотивации в персональном обучении. Для частичного решения данной проблемы было 
проведено исследование в университете на студентах вторых курсов по дисциплине «Мобильное программи-
рование». Исследование показало, что в современном мире развивающихся мобильных технологий, мы, как 
преподаватели, должны применять методы обучения на базе электронно-вычислительных систем. 

Ключевые слова: социальные медиа, микрообучение, ВКонтакте, образование. 
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ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ С КРАТНЫМ СПЕКТРОМ 

 
Аннотация 

 
В настоящей работе, с помощью признака В. А. Ильина, установлена базисность собственных и присо-

единенных векторов оператора Штурма-Лиувилля с кратным спектром. 
Ключевые слова: оператор Штурма-Лиувилля, собственные функций, присоединенные функций. 
Кілт сөздер: Штурма-Лиувилл операторы, меншікті функция, тіркескен функция. 
Keywords: the operator of Sturm-Liuvillay, own the functions, attached functions. 
 
Рассмотрим в пространстве  оператор Штурма-Лиувилля  

 
 

с двумя (i = 1,2) линейно независимыми краевыми условиями. Это условие означает, что из шести 
детерминантов  содержащихся в матрице  

 
не все равны нулю. 
Задача на собственные значения для оператора (1)-(2) имеет вид 

 
 

Собственные значения этой задачи совпадают с квадратами корней ее характеристической 
функций [1, c. 33] 
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где  миноры матрицы A.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Предположим, что характеристическая функция задачи (3)-(4), т.е. 
функция (5), имеет счетное множество кратных нулей. Спрашивается, какой вид имеет граничные 
условия такого оператора и, в частности, образуют ли базис Рисса собственные и присоединенные 
функций такой задачи. Мы получили утвердительный ответ, на этот вопрос, с помощью теоремы 
Ильина В.А [2, с. 1049-1050] и схемы Ионкина Н.И [3, с. 297]. Оснавная идея настоящей работы 
состойт в следующем. Рассматриваемые нами операторы подобны к некоторым модельным 
операторам Штурма-Лиувилля, базисность собственных и присоединенных функций которых 
легко устанавливается с помощью теоремы Ильина В.А. [2, с. 1049-1050].  

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 
ЛЕММА 1.  
 (а) Если a × d ≠ 0 , то уравнение 

 
где a, b, c. d – const, может иметь не более четырех кратных нулей, отличных от нуля; 

(б) Если a = 0, d ≠ 0, то уравнение (6) может иметь не более двух кратных нулей, отличных от 
нуля; 

(в) Если d = 0, b ≠ 0, то уравнение (6) может иметь не более двухкратных нулей. 
СЛЕДСТВИЕ 1. Если  уравнение (6) может иметь не более 

одного кратного нуля. 
СЛЕДСТВИЕ 2. Если  

  

то уравнение (6) не иметь кратных нулей, например, при   
ЛЕММА 2. Если c ≠ 0 и функция  

 
где a, b, c – const, имеет более двух кратных нулей, то b = 0, a2 = c2. 

ЛЕММА 3. Если характеристическая функция (5), краевой задачи (3)-(4) имеет счетное 
множество кратных нулей, то краевые условия (4) не усиленно регулярны [4, с. 71]. 

ЛЕММА 4. Если характеристическая функция (5), краевой задачи (3)-(4) имеет счетное 
количество кратных нулей, то оператор Штурма-Лиувилля, соответствующий этой краевой задаче, 
принимает один из следующих видов 

 

 
 

 
 

или им сопряженных, где k принадлежит к расширенной комплексной плоскости. 
ЛЕММА 5. Если k2 ≠ 1, то имеет место формулы  
а)  
б)  
3.ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
ТЕОРЕМА 1. Если k ≠ –1, то собственные и присоединенные функций оператора  
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образуют базис Рисса пространстве  

ТЕОРЕМА 2. Система собственных и присоединенных функций оператора Штурма-Лиувилля  
 

 
 

образует базис Рисса в пространстве  
Эта теорема является следствием теоремы Ильина В.А, и теоремы Ионкина Н.И. 
ТЕОРЕМА 3. Система собственных и присоединенных функций оператора Штурма-Лиувилля 

 
 

 
образует базис Рисса в пространстве  
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In the true work, by means of an attribute of Century of A.Ilyin, it is installed bases own and attached vectors of 
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изображение всех буквенных соответствий. Вставляем в специальное поле весь текст библиографии на 
русском языке и нажимаем кнопку «в транслит».  

Преобразуем транслитерированную ссылку:  
1) убираем транслитерацию заглавия статьи; 
2) убираем специальные разделители между полями (“//”, “–“);  
3) выделяем курсивом название источника; 
4) выделяем год полужирным шрифтом; 
5) указываем язык статьи (in Russ.). 
 
Просьба к авторам статей представлять весь материал в одном документе (одном файле) и точно 

следовать Правилам при оформлении начала статьи: посередине страницы прописными буквами (курсивом) 
– фамилии и инициалы авторов, затем посередине строчными буквами – название организации (ий), в 
которой выполнена работа, и город, ниже также посередине заглавными буквами (полужирным шрифтом) – 
название статьи. Затем следует аннотация, ключевые слова на 3-х языках и далее текст статьи. 

Точно в такой же последовательности следует представлять резюме на двух других языках в том же 
файле только на отдельной странице (Ф.И.О. авторов, название статьи с переводов на 2 других языка, 
наименование организации, город, резюме). Далее в том же файле на отдельной странице представляются 
сведения об авторах. 
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