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Спектрлері еселі операторлар туралы еңбектерді саусақпен санауға болады, дерліктей, солар-

дың бірі [1] L2(a,b) кеңістігінде l(y) дифференциалдық өрнегінен туындайтын L операторының, 
мұндағы  

 
спектірінің еселік қасиеттерін, l[y] – λy = 0, дифференциалдық теңдеуінің (a, c) жəне (c, b) аралық-
тарындағы шекаралық есептерінің спектрəлдік қасиеттерімен байланыстырады.  

Бұл еңбекте біз L операторының өте қарапайым сəтін егжей-тегжейлі зерттеп, түпкілікті 
нəтиежелер алдық. Зерттеу нысананың дербес жағдайларын [2] еңбектен көруге болады. 

Гилберттің L2(0,1) кеңістігінде, мынадай, 

 

 
шекралық есебін қарастыралық, мұндағы aij (i = 1,2; j = 1,2,3,4) алдын-ала белгілі комплекс сандар, 
ал λ – алдын-ала белгісіз спектрəлді параметр. Оның нақты мəндері, есепті шешу барысында, 
аныңталады. Бұл есептің нөлге тең (y(x) ≡ 0) шешімі əруақта бар екені айдан анық, біз мұндай 
шешімдерге назар аудармаймыз жəне оларды елеусіз (ескерусіз) шешімдер дейміз, ал нөлден 
өзгеше шешімдерді елеулі шешімдер қатарына жатқызамыз. 

Əлгі λ-параметірінң елеулі шешімдерге сəйкес мəндерін шекаралық есептің меншікті мəндері 
дейміз, ал оларға тиісті елеулі шешімдерді шекаралық есептің меншікті функциялары делік. 

Есептің  меншікті мəндерінің жиынын осы (1)-(2) шекаралық есептің спектрі 
дейік. 

Егер меншікті мəнінің сəтінде (1)-(2) есебі k-рет шешілсе, онда оны k- еселік дейді [3, c. 193]. 
Мына, 

 
бастапқы шарттарға (1) теңдеудің, мынадай, 

 
шешімдерінің фундаментəлді системасы сəйкес келеді. Жоғарыдағы (1) теңдеудің жалпы шешімі 
осы шешімдердің сызықтық комбинациясы болғандықтан, 

 
мұнан 

 
Демек, (1)-(2) шекаралық есебінің елеулі шешімі бар болуы үшін, мына, 
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теңдеулер системасының елеулі шешімінің бар болуы қажетті əрі жеткілікті. 

Егерде біз - вронскианының бірге тең екенін ескере отырып, жоғарыдағы теңдеулер 
системасының анықтауышын есептесек, мынадай, 

 
формула аламыз, мұндағы  – дегеніміз, 

 
– матрицасының i-ші жəне j-ші бағандарынан құрылған минор. Меншікті λ0 мəнінің еселігі, оның, 
∆(λ) функциясының нөлі ретіндегі еселігінен артпайды, онан кем немесе тең. Бұл еселіктердің бір-
дей болуы шарт емес, олар əртүрлі болуы-да мүмін. Меншікті мəндерінің еселік көрсеткіштерінен 
кем болған сəтте қосарлас функциялар [4] пайда болады, біз дəл осы сəтке тоқталмақпыз. 

МƏСЕЛЕ. Айталық, ∆(λ) – характеристикалық детерминантының еселік нөлдерінің жиыны 
еңдеулі жиын болсын, онда (1)-(2) шекаралық есептің шекаралық шарттары қандай болады деген 
сұрақ көлденең тұрады. Мысалы, бұл (1)-(2) есептің кем дегенде екі-екіеселі меншікті мəндері бар 
болса, онда оның шекаралық шарттары, мынадай, 

 
болары белгілі [2]. 

КӨМЕКШІ МƏЛІМЕТТЕР 
1-ЛЕММА. 
 (а) Егер a × d ≠ 0 болса, онда, мына, 

 
теңдеудің нөлден өзгеше еселі нөлдерінің саны төрттен артпайды; 

(б) Егер a = 0, d ≠ 0 болса, онда (6) теңдеудің нөлден өзгеше еселі нөлдерінің саны екіден 
артпайды; 

(в) Егер d = 0, b ≠ 0 болса, онда (6) теңдеудің еселі нөлдерінің саны екіден артпайды. 
САЛДАР 1. Егер  болса, онда (6) теңдеудің еселі нөлі тек біреу 

ғана болуы мүмкін. 
САЛДАР 2.  
Егер  

 болса, онда (6) теңдеуінің еселі нөлдері жоқ, мысалы c = 0,  a = 0, 
b ≠ 0 сəтінде. 

2-лемма. 
Егер c ≠ 0 жəне  

 
функциясының еселі нөлдерінің саны екіден артық болса, онда  

 
болады. 

3. СТРУКТУРАЛЫҚ НƏТИЕЖЕЛЕР 
1-теорема. 
Егер (1)-(2) шекаралық есептің характеристикалық детерминантының еселі нөлдерінің жиыны 

еңдеулі болса, онда (2) шекаралық шарттың тұрлаулылығы (регулярный) шамалы ғана [4, 71 б.]. 
2-теорема 
Егер (1)-(2) шекаралық есептің характеристикалық детерминантының еселі нөлдерінің жиыны 

еңдеулі болса, онда бұл шекаралық есепке сай оператор төмендегі екі кейіптің біріне енеді: 
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а)  

     
б)  

      
немесе осы операторларға сыңарлас (формально сопряженный) операторлардың кейіпіне енеді, 
мұндағы k-дегеніміз кең комплекс жазықтығына тиісті. 

3-теорема. 
Егер, төменгі, 

 
 

формулалар арқылы A жəне B операторлары анықталса, онда, мына,  

 
формулалар орынды, мұндағы 

 

 
 

 
4-теорема. 
Егер, төмендегі, 

 
 

формулалары арқылы C жəне D операторлары анықталса, онда, мына,  

 
 

формулалар орынды, мұндағы ,  – дегендеріміз: 

 

 
 

 
 

5-теорема. 
Егер k2 ≠ 1 болса, онда, мына,  

 
 

теңдіктер орындалады. 
6-теорема. 
Егер I – бірлік оператор, ал Su(x) = u(1–x) болса, онда мына,  
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теңдік орынды, мұндағы (°) – дегеніміз k-бойынша туынды. 

СПЕКТРƏЛДІ ТАРАЛЫМДАР 
Төмендегі 7, 8 теоремалар, жоғарыдағы 3, 4-структуралық теоремалардың айдан-анық салдар-

лары. 
7-теорема. 
Егер k ≠ 1 болса, онда төмендегі формулалар орынды 
а)  

мұндағы  

б)  

мұндағы  
8-теорема. 
Егер k ≠ –1 болса, онда төмендегі спектрəлді таралым орынды  

 
мұндағы 

 
Жоғарыдағы (8), (9) формулалар индефинитті кеңістіктегі спектрəлді таралымдар болып 

саналады, ал (7) +++++ |k| = 1 сəтінде осылай болады. 
9-теорема.Егер төмендегі  

 
 

 
формулалар арқылы A, B, T операторлары анықталса, онда, мына, 

 
формулалар орынды, мұндағы A* жəне B* сыңарлас операторлар. 
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регулярными краевыми условиями и получены спектральные разложения таких операторов в пространствах 
с индефинитной метрикой. 

Ключевые слова: оператор Штурм-Лиувилля, собственныефункций, присоединенные функций. 
 

Summary 
 

I. O. Orazov, A. M. Sarsenbi, A. A. Shaldanbaev 
 

(M. Auezov South-Kazakhstan State University, Shymkent, Kazakhstan) 
 

STRUCTURE OF OPERATORS OF THE STURM-LIOUVILLE  
WITH NEWSLINE REGULAR BOUNDARY CONDITIONS 
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КРИТЕРИЙ ИРРЕГУЛЯРНОСТИ  
ОПЕРАТОРА ШТУРМА- ЛИУВИЛЛЯ 

 
Аннотация. В данной работе установлен критерии иррегулярности оператора Штурма-Лиувилля1, 

выраженный в терминах миноров граничной матрицы. Этот признак отличается от известных своей прак-
тичностью. 

Ключевые слова: оператор Штурм-Лиувилля,собственные функций,присоединенные функций. 
Тірек сөздер: Штурм-Лиувиллдің операторы, меншікті функциялар, қосарлас функциялар. 
Keywords: the operator of Sturm-Liuvillay, own functions, attached functions. 
 
1. В монографии [2] построена теория операторов Штурма-Ливулля,основанная на теории 

целых функций [3]. Структура спектра операторов Штурма-Ливулля была детально исследовано в 
[4], тем не менее,некоторые вопросы еще остаются открытыми.   

2. Рассмотрим в пространстве  оператора Штурма-Ливулля 
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с двумя линейно независимыми краевыми условиями , где - 

произвольные комплексные постоянные, . Областью определения 
оператора L является линейное многообразие 

 
Постановка задачи. Предположим, что граничные условия (2.2) являются иррегулярными          

[1, c.73], тогда какими будут коэффиценты гарничных условий aij? 
Для решения этой задачи предпошлем несколько лемм. 
Лемма 2.1. Если имеет место равенства 

 

 
то граничные условия (2.2) регулярны по Биркгофу [ 1,c.73]. 

Доказательство. 

Из условий леммы тождества  имеем 

. Возможны следующие три случая: 

а)  

б)  

в)  

В случае а) , иначе граничные условия (2.2) окажутся линейно зависимыми. 
Поэтому граничные условия принимают вид 

 

 
Тогда граничная матрица принимает вид  

 

следовательно, , т.е. граничные условия (2.2) регулярны 
по 3) пункту определения Биркгофа. 

б)  
В этом случае граничные условия принимают вид  

 

 
Тогда граничная матрица имеет вид  

. 
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Поскольку , то 1) и 3) пункты определения Биркгофа не 
выполняются , поэтому проверим 2) пункта. 

 

 
следовательно граничные условия регулярны по второму пункту определения Биркгофа [1, c. 73]. 

в)  
В этом случае граничные условия принимают вид  

 
Тогда граничная матрица имеет вид  

 

Поскольку  и , то пункты 1) и 3) определения Биркгофа [ 1,c.73], не 
выполняются, поэтому проверим 2) пункта. 

 

 
следовательно граничные условия регулярны по Биркгофу по второму пункту определения Бирк-
гофа. Лемма 2.1 доказана. 

ЛЕММА 2.2. Если имеет место соотношения 

 

, 

 
то граничные условия (2.2) регулярны по Биркгофу. 

Доказательство. 

Из 2) условия леммы следует, что возможны два случая, либо , либо . 

Если , то граничные условия  принимают вид  

 

 
Тогда граничная матрица имеет вид  

 

Поскольку  и , то 1) и 3) случай регулярности по Биркгофу не 
выполняются, поэтому проверим 2) случая. 

 

 

следовательно ,в этом случае граничные условия  регулярны по Биркгофу.  

Если , то граничные условия  принимают вид 
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Тогда граничная матрица имеет вид  

 

Поскольку  и то 1) и 3) пункты регулярности по Биркгофу не 
выполняются, поэтому проверим 2) случая. 

 

 

следовательно граничные условия  регулярны по Биркгофу по 2) пункту определения 
Биркгофа . 

Теорема 2.1. Оператор Штурма-Лиувилля  является иррегулярным тогда и 
только тогда, когда имеет место следующие условия: 

 2)  3)  
Доказательство 
а) Необходимость  

Предположим, что граничные условия  иррегулярны по Биркгофу, тогда  ,иначе 

они окажутся регулярными по Биркгофу по первому пункту регулярности. Если  и 

, то граничные условия  регулярны, в силу доказанной леммы 2.1. 

,поэтому  . Если имеет место соотношения  и 

, то граничные условия  регулярны по Биркгофу по утверждению леммы 

2.2, поэтому . 
б) Достаточность. 

Из условия 2) следует, что либо ,либо . 

Если , то граничные условия  принимают следующий вид 

 
Этому грнаничному условию соответствует граничная матрица  

 

Поскольку  и  ,то 1) и 3) пункты условий Биргофа не 
выполняются, остается проверка второго условия: 

 

 
Следовательно, второе условие Биркгофа также не выполняется, поэтому граничные условия 

 иррегулярны. 
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Если  то матрица граничных условий имеет вид 

 

Следовательно,  и , поэтому 1) и 3) пункты условий Биркгофа не 
выполняется, поэтому проверим второго условия: 

, 

т.е. второе условие Биркгофа также не выполняется, следовательно граничные условие  
иррегулярны. 
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